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INTRODUCTION. 


Q tJELQUES personnes, qui ont bien voiilu 
giiider ines premiers pas dans la carriere 
des sciences , et parmi iesquelies je cite- 
rsd avec reconnaissance MM. Laplace et 
Poisson, ayant temoigne ie desir de me 
voir publier Ie Cours d’anaijse de fEcoIe 
royale poiytecbnique , je me suis decide 
srmettre ce Cours par ecrit pour la plus 
grande utilite des eieves. J’en ofFre ici ia pre- 
miere partie connue sous ie nom S Analyse 
algehrique, et dans iaquelle je traite suc- 
cessivement des diverses especes de fonc- 
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lions i*eelles ou imaginaires , des sei'ies 
convergentes ou dirergentes, de la resolu- 
tion des equations, el de la d^omposition 
des fractions .rationneiles. En parlant de 
la continuite des fonctions , je n’ai pu me 
dispenser de faire connaitre les proprietes 
principales des quantites infiniment pe- 
tites , proprietes qui servent de base au 
calcul infinitesimal. Enfin, dans les preli- 
minaires et dans quelques notes placees a 
ia fin du volume , j’ai presente des deve- 
loppemens qui peuvent etre utiles soit aux 
Professeurs et aux Heves des Colleges 
poyaux , soit a ceux qui vculent faire une 
etude speciale de I’analysc, 

Quant aux metbodes , j’ai cbercbe a leur 
donner toute la rigueur qu’on exige en 
geometrie. , de maniere a ne jamais recou- 
rir aux raisons tirees de la generalite de 
I*algebi;i&. Les raisons de cette espece,, quoi- 
que assez commnn^ent admises, surrtout 
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^ns fe passage ties series convorgcntes 
anx series divergentes y et des quantity 
^eeHes atix expressions imaginaires, ne peu- 
vent etre consi<Jerees , ce me semble , que 
comme des inductions propres a faire p3pes- 
sentir queiquefois la verite , mais qni s’ac- 
cordent peu avec f exactitude si vantee des 
sciences mathematiques. On doit meme 
observer qu’elfes tendent a faire attribuer 
aux formules algebriques une etendue in- 
definie , tandis que, dans la reaiite, la plu- 
part de ces formules subsistent uniquement 
sous certaines conditions, et pour certaines 
valeurs des quantites qu’elles renferment. 
En determinant ces* conditions et ces va- 
Jeuis, et en fixant d’uhe maniere precise le 
sens des notations dont je me sers , je fais 
disparaitre toute incertitude j et aiors les 
differentes formules ne presentent plus que 
des relations enti*e les quantites reelles, re- 
lations qu’il est toujours facilie de verifier 
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par la substitution des nombres aux qnaA* 
tites elfes-memes. li est vrai que , pour 
raster constamment fidele a ces princrpes , 
je me suis vu force d’admettre plusieurs 
propositions qu4 paraftront peut-etre uii 
peu dures an premier abord* Par exemple, 
j enonce dans le chapitre VI, quWe serie 
divergente n^a'pas de somme; dans le cha- 
pitre VII, ({xjLune equation imaginaire eSt 
seulement la represem,tation symholique 
de deux e’quatioTVS entre quantites reelles; 
dans ie chapitre IX, que, si des constantes 
oudes variables comprises dans une fonc- 
Uon f apres avoir ete supposees reelles , 
deviennent imaginaires / la notation- d 
Vaide de laquelle la fonctibn se trouvait 
expj*iinee , ne peiitdtrc conservee dans le 
calcul qu*en vertu d^une convention nou^ 
velle 'propre d fixer le sens de eette nota- 
tion dans ta derniere hypotkese ; &c. Mais 
ceux qui liront inon ouvrage reconnaityont, 
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jt: resjM<ic, que ics proposiuoiis de cette 
nature » entrai'tiant Theureusc necessite 
dr mrtire plus de precision dans les tiiro- 
rit‘s, ct d’iipportcr drs restrictions utiles it 
<Jrs assertions trop rtrndurs , tournent an 
profit dr fanufysr, rt fournissrnl piusieurs 
siijels dr rrchiTriirs ipii ae sunt pas sans 
iiiiportancr. Ainsi , avunt irefl'ecturr la 
soininatttm traticuiie srrir, j’ai dii rxaminer 
dans ijurls ras Irs series peuvent rtre soin- 
imirs, on, en d’atitrrs tonnes, qnelles sont 
irs oondtiions dr Irur eonvergrnee ; et 
j’lii, ace sujrt, etnfdi drs rrglrs grnrralrs 
qiii' iMO paraissent ineritcr qutdquo atten- 
tion. 

An rcste, si j’ui rfierclir, d’line part, a 
prrrrctioniu r f analyse ntatfiriiiatique, dr 
fiiiitrr, je suis loin dr prtUendre que cette 
analyse doive sulliro a toutes Irs scirnces 
de raison nement. Sans doutc , dans les 
sciences cju on noinmc naturelles, la scule 
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metLiode qu’on puisse employer avec succes 
consiste a observer les faits et a soamettre 
e^uite ies observations au csdcni. Mais ce 
serait une erreur grave de penser qn.’on ne 
trouve la certitude que dans ies demonstra- 
tions geometriques, ou dans le temoignage 
des sens; et quoiqtie personne jusqu’a ce 
jour n’ait essaye de prouver par i’anaiyse 
f existence d’Auguste ou ceiie de Louis XIV, 
tout bomme sense conviendra que cette 
existence est aussi certaiue pour lui que ie 
c^rre de Fbypotbenuse ou ie tlieoreme do 
MacUM/rin. Je dirai plus ; ia demonstration 
de ce. dernier tbeoreme est a ia portee d^un 
petit nombre d’esprits, et Ies savans eux- 
memes ne sont pas tous d^accord sur 
tendue qu’on doit lui atttibuer ; tandis que 
tout Je mo nde sait fort bien par qui ia France 
u ete gouvernee dansde dix-septieme siecie, 
et qu’ii ne pent s’eleyer a ce su jet aucune 
contestation raisonnabic. Ce que je dis ici 
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d’tin fait historique peuts’appliqufer ^galej- 
ment a uae foule de questions, en religion , 
en morale , en politique. Soyons<donc per- 
suades qu’il existe des verites autres que les 
verites de I’algebre^ des reaJites autres que 
les objets sensibles. Cultivous avec ardeur 
les sciencesmatbematiques, sans vouioir les 
etendre au-dela de ieur domaine ; et n’al- 
lons pas nous imaginer qu’on puisse atta- 
quer i’histoire avec des formules, ni don- 
ner pour sanction a la morale des theoremes 
d’algebre ou de calcul integral. 

En terminant cette Introduction , je rie 
puis me dispenser de reconnaitre qu@ les 
lumieres et les conseils de plusieurs per- 
sonnes m’ont ete fort utiles, particuliwe- 
ment ceux de MM. Poisson , Ampere et 
CorioUs. Je dois'a ce dernier , entre autres 
cboses, la regie sur la convergence des 
produitis composes d’un nombre infini de 
facteurs, et jai profile plusieurs fois des 
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observations dc M. Ampere, ainsi que des 
mothodes qu’il dcveloppe dans ses Leco.ns 
d’analyse. 




COURS D’ANALYSE 

I)E 

L’fiCOLE ROYALE POLYTECHNIQUE. 


PRELIMINA.IRES. 


KEVUE I)ES DIVERSES ESPfiCES DE QUANTlTfiS REELLES QDE l’ON PEUT CONSIDERER, SOIT 
EN ALGEbRE, SOIT EN TRIGONOMETRIE, ET DBS NOTATIONS A L’AIDE DESQUEILES ON 
EES REPRfiSENTE. — DES MOYENNES ENTRE PI.USIEERS QUANTITES. 


Pour eviter toute espece de confusion dans le langage et I’ecriture 
algebriques, nous allons fixer dans ces preliminaires la valeur de plu- 
sieurs termes et de plusieurs notations que nous emprunterons soit a 
I’Algebre ordinaire, soit a laTrigonometrie. Les explications que nous 
donnerons a ce sujet sont necessaires, pour que nous ayons la certi- 
tude d’etre parfaitement compris de ceux qui liront cet Ouvrage. Nous 
allons indiquer d’abord quelle idee il nous parait convenable d’ atta- 
cker a ces deux mots, nomhre et quantite. 

Nous prendrons toujours la denomination de nombres dans le sens 
oil on I’emploie en Arithmetique, en faisant naitre les nombres de la 
mesure absolue des grandeurs, et nous appliquerons uniquement la 
denomination de quantiles aux quantites reelles positives ou negatives, 
c’est-ii-dire aux nombres precedes des signes -f- ou — . De plus, nous 
regarderons les quantites comme destinees a exprimer des accroisse- 
mcnts ou des diminutions; en sorte qu’une grandeur donnee sera 
simplement representee par un nombre, si Ton se contente de la 
comparer k une autre grandeur de meme espfeee prise pour unite, et 
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comme devant servir a I’accroissement ou a la diminution d’une gran- 
deur fixe de la meme espece. Cela pose, le signe h- ou — place devant 
un nombre en modifiera la signification, a peu pres comme un adjectif 
modifie celle du substantif. Nous appellerons valeur numerique d’une 
quantite le nom’bre qui en fait la base, quantites egales celles qui ont 
le merae signe avec la meme valeur numerique, et quantites opposies 
deux quantites egales quant a leurs valeurs numeriques, mais affec- 
tees de signes contraires. En partant de ces principes, il est facile de 
rendre compte des diverses operations que Ton pent faire subir aux 
quantites. Par exemple, deux quantites etant donnees, on pourra tou- 
jours en trouver une troisieme qui, prise pour accroissement d’un 
nombre fixej si elle est positive, ct pour diminution dans le cas con- 
traire, conduise au meme resultat que les deux quantites donn6es, 
employees Tune apres I’autre a pareil usage. Cette troisieme quan- 
tity, qui b elle seule produit le meme effet que les deux autres, est ce 
qu’on appelle leur somme. Ainsi les deux quantites — lo et +7 ont 
pour somme — 3 , attendu qu’une diminution de 10 unites, jointe k 
une augmentation de 7 unites, equivaut a une diminution de 3 unites. 
AyoMier deux quantites, c’est former leur somme. La difference entre 
une premifere quantite et une seconde, c’est une troisieme quantity 
qui, ajoutye a la seconde, reproduit la premiere. Enfin, on dit qu’une 
quantity est plus grande ou plus petite qu’une autre, suivant que la dif- 
fyrence de la premifere a la seconde est positive ou nygative. D’apres 
cette dyfinition, les quantitys positives surpassent toujours les quan- 
tites nygatives, et celles-ci doivent etre consideryes comme d’autant 
plus petites que leurs valeurs numyriques sont plus grandes. 

En Algebre, on represente, non seulement les nombres, mais aussi 
les quantitys, par des lettres. Comme on est convenu de ranger les 
nombres absolus dans la classe des quantitys positives, on peut dysi- 
gner la quantity positive qui a pour valeur numyrique le nombre A, 
soit par -f-A, soit par A seulement, tandis que la quantity nygative 
opposye se trouve reprysentee par — A. De meme. dans le cas oil la 


phiIliminaihks. 


synonyiiH's li's deux oxpn'ssions a el -H «, el dc' representer par - 
la (juantite {»pj»es«*e i» -+•«. ('.es remar<jues suHisent pour etahlir 
jfu’ou uppelle la rv^le (Ivs sif'rifs (roir ta Note I). 

On uiuniue quantile mr/V/We celle qu(‘. I’on considJ're e.omine deva 
reetnoir sueeessiveinenl plusieurs vaieurs difTereriiU's 1<vh unes d 
aulres. On designe une semldahle ({uantile par une leltre (irise ort 
nasremenl parini les dernieres de I’alphahet. On appelle au eonlrai 
qnantife cnmitinte, et r<»n designe ordinairetnenl par une des j»t 
inieres letfres <le I'nlphahel toute (juantile qui re^'oil une valeur ti 
ft delertnitHM'. l.orscjue les vaieurs suceessivement allrihuees a u 
nieine variable s’approfbenl indefiniinent (ruim valeur fixe, do in 
niere a tinir par en diilerer aussi [uni qiie Ton voudra, eelti^ ile 
niere esl appebu* la limitv de loutes les autres. Ainsi, par exenipl 
uu numbre irnitionnel est la liinile d(>s diverses fraelions (jui en foi 
nissenl des vaieurs de plus en jilus apprnehees. En (leounHrie, la si 
I'aeedti eereb> esl In liuiiti* vers laquelle eonvergent les surfuees <1 
pidygones inserits, tandis que le noinhre de leurs ciHes emit de |d 
en plus, ele. 

bursque les vaieurs muneriques sueeessives d’une luenie varial 
deeroissenl iudeftniinetil, de maniem a s'ahaisser au-dessous de In 
niunbre iloutie, eette variable devient ee qu’on noinme un infinimt 
pviit mi une quantile injiniment petitf. Hue variable de cetle espeei 
/.em pour liuiite. 

Lorsque b*s vaieurs uunieritfues sueeessives <rune nieiue varial 
cniissenl de plus en plus, de niauiere a s’elever au-dessus di* to 
nmubri* ilonne, on dil que eette variable a jmur limile V injini posit 
indique par le signe w. s’il s’agil d’une variable positive, (A VinJ, 
m-gtilif, indique par la notation », s’il s’agil d’une variable nt'q 
live. Les infini.s posilif'et negatil'sout diiaignijs conjointeiuent sous 
noui de tpmntith injinies. 

Les quautil«*s qui se presentent, dans le ealeul, cointue result) 
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nature des operations qui les produisent. C’est ainsi que Ton dis- 
tingue, en Algebre, les sommes et differences, les produits et quo- 
tients, les puissances et racines, les exponentielles et les logarithm es; 
en Trigonometric, les sinus et cosinus, secantes et cosecantes, tan- 
gentes et cotangentes, et les arcs de cercie dont une ligne trigono- 
metrique est donnee. Pour bien comprendre ce qui est relatif a ces 
dernieres especes de quantites, il est necessaire de se rappeler les 
principes suivants. 

Une longueur, comptee sur unc ligne droite ou courbe, pent fetre, 
comme toute espece de grandeurs, representee soit par un nombre, 
soit par une quantite, savoir : par un nombre, lorsqu’on a simple- 
ment egard a la mesure de cette longueur, etpar une quantite, e’est- 
a-dire par un nombre precede du signe + ou — , lorsque Ton consi- 
d6re la longueur dont il s’agit comme portee, a paidir d’un point fixe, 
sur la ligne donnee dans un sens ou dans un autre, pour servir soit k 
I’augmentation, soit a la diminution d’une autre longueur constante 
aboutissant a ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question, etk 
partir duquel on doit porter les longueurs variables designees par des 
quantites, est ce qu’on appelle rong-me de ces memes longueurs. 
Deux longueurs comptecs a partir d’une origine commune, mais en 
sens contraires, doivent etre representees par des quantites de signes 
differents. On pent choisir a volonte le sens dans lequel on doit 
compter les longueurs designees par des quantites positives; mais, 
ce choix une fois fait, il faudra necessairement compter dans le sens 
oppose les longueurs qui seront designees par des quantites nega- 
tives. 

Dans un cercie dont le plan est suppose vertical, on prend ordinai- 
rement pour origine des arcs Textremite du rayon tire horizontale- 
mettt de gauche a droite, et c’est en s’elevant au-dessus de ce point 
que Ton compte les arcs positifs, e’est-a-dire ceux que Ton designe 
par des quantites positives. Dans le meme cercie, lorsque le rayon se 
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positiveraent de bas en haul et negativementen sens contraire, apartir 
du centre du cercle pris pour origine des sinus. La tangente se compte 
positivement dans le nieme sens que le sinus, mais a partir de I’ori- 
gine des arcs et sur la verticale menee par cette origine. Enfin, la 
secante se compte a partir du centre sur le rayon mene a I’extremite 
de Fare que Ton considere, et positivement dans le sens de ce rayon. 

Souvent le resultat d’une operation effectuee sur une quantite peut 
avoir plusieurs valeurs differentes les unes des autres. Lorsque nous 
voudrons designer indistinctement une quelconque de ces valeurs, 
nous nous servirons de notations dans lesquelles la quantite sera 
entouree de doubles traits ou de doubles parentheses, et nous reser- 
verons la notation ordinaire pour la valeur la plus simple ou celle qui 
paraitra meriter davantage d’etre remarquee. Ainsi, par exemple, a 
etant une quantite positive, la racine carree de cette quantite aura 
deux valeurs numeriquement egales, mais de signes contraires, dont 
Tune quelconque sera exprimee par la notation 

((a))^ ou '^a, 

tandis que I'a valeur positive seule sera representee par 

a} ou \Ja\ 

en sorte qu’on aura 

(1) 'ia — ±\Ja 
OU, ce qui revient au meme, 

(2) ((«#=±J. 

De meme encore, si Ton represente par a une quantite positive ou 
negative, la notation 

arcsin((a)) ou arctang((a)) 

designera un quelconque des arcs qui ont la quantite a pour sinus ou 
pour tangente, tandis que la notation 
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indiquera seulement celui de ces arcs qui a la plus petite valeur 
numerique. A I’aide de ces conventions, on evite la confusion que 
pourrait entrainer I’emploi de signes dont la valeur n’aurait pas ete 
determinee d’une maniere assez precise. Afm de lever a cet egard 
toute difficulte, je vais presenter ici le Tableau des notations dont 
nous ferons usage pour exprimer les resultats des operations alge- 
briques ou trigonometriques. 

La somme de deux quantites sera indiquee a I’ordinaire par la 
juxtaposition de ces deux quantites, chacune d’elles etant exprimee 
par une lettre precedee du signe + ou — , que Ton pourra supprimer 
(si c’est le signe ■+•) devant la premiere lettre seulement. Ainsi 

a-\-h ou simplement a-\-h 

designera la somme des deux quantites + a, ->r b, et 

-ira — b ou simplement a — h 

designera la somme des deux quantites -I- a, —h, equivalente a la 
difference des deux quantites + a, +6. 

On indiquera I’egalite des deux quantites a Qi b par le signe = 
interpose entre elles, comme il suit, 

et Ton exprimera que la premiere surpasse la seconde, c’est-a-dire 
que la difference a — 6 est positive, en ecrivant 

a'> b oil b <C.a, 

Nous representerons encore a Tordinaire par 

-i-ax-hb, ou simplement a.b ou ab 
le produit des deux quantites -ha, -hb, et par 

Y on a: b 

h 
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Soicnt maintenant m etn deux nombres entiers, A un nombre quel- 
conque, et a, b deux quantiles quelconques positives ou negatives. 


A™, k’‘—yk, a'*’"”, a* 

representeront les quantiles positives qu’on obtient en elevant le 
nombre A a des puissances respectivement marquees par les expo- 
sants 


I m 

m, ± — , b, 

n n 


('.t 


la quantile positive ou negative que produit I’elevation de la quan- 
tile « a la puissance ± m. Quant aux notations 

1 __ , w 

{ia)r=^a, ((a)) ", 

nous nous en servirons pour exprimer, non seulement les valeurs posi- 
tives ou negatives, lorsqu’il en existe, des puissances de la quantile a 
marquees par les exposants 



mais encore les valeurs imaginaires de ces memes puissances {voir 
ci-apres, Chap. VII, ce qu’on entend par expressions imaginaires). II 
est bon d’observer que, si Ton designe par A la valour numerique 
de a, et si Ton suppose la fraction ^ reduite a sa plus simple expres- 
sion, la puissance 

m 

((«))" 


aura une seule valeur reelle positive ou negative, savoir 

m ^ m 

-hA" ou —A", 


lorsque ^ sera une fraction de denominateur impair; tandis qu’elle 
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n’en admettra aucune, si — est une fraction de denominateur pair. 
On pent faire une semblable remarque a I’egard do I’expression 

in 

((«))'"• 

Dans le cas particulier oil, la quantite a etant positive, on suppose. 

m 

^ = -, I’expression ((«))” n’a que deux valeurs reelles Tune et 
I’autre, et donnees par la formule (2) ou, ce qui revient au memo, 
par la formule (i). 

Les notations 

^(B), L(B), L'(B), ... 

indiqueront les logarithmes reels du nombre B dans diffcrents sys- 
temes, tandis que chacune des suivantes 

L((i)), L'((6)), ... 

pourra servir a designer, outre le logarithme reel de la quantite b, 
lorsqu’il existe, un quelconque des logarithmes imaginaires de cette 
meme quantite {voir ci-aprhs. Chap. IX, ce qu’on entend par loga- 
rithmes imaginaires'). 

En Trigonometrie 

sin«, cosa, Unga, cola, s6ca, coscca, siva, cosiv« 

exprimeront respectivement le sinus, le cosinus, la tangenle, la cotan- 
gente, X^secante, la cosecante, Xa sinus verse ou Xo cosinus verse de I’arca, 
et les notations 

arc sin ((a)), arccos((a)), arc tang((a)), 
arc cot ((a)), arcs6c((a)), arc cosec ((a)) 

indiqueront un quelconque des arcs qui ont la quantite a pour sinus, 
ou cosinus, ou tangente, ou cotangente, ou secanto, ou cosecante. 
Nous nous servirons des notations simples 

arc sin (a), are cos (a), arc tang (a), arc col (a), arcs6c(a), arccos6c(a)» 
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ou meme, en supprimant tout a fait les parentheses, des notations 
suivantes 


arc sin a, arc cos arc tang a, arc cot a, arcs6ca, arccoseca, 

lorsque, parmi les arcs dont une ligne trigonometrique est egale a a, 
nous voudrons designer celui qui a la plus petite valeur numerique, 
ou, si ces arcs sont deux a deux egaux et de signes contraires, celui 
qui a la plus petite valeur positive. En consequence, 

arcsinot, arclanga, arccota, arccos6ca 

indiqueront des arcs posittfs ou negatifs, mais compris entre les 
limites 

n TT 

) H j 

2 2 

Tu designant la demi-circonference dans le cercle qui a pour rayon 
Tunite, tandis que 

arc cos arcs6ca 


indiqueront des arcs positifs compris entre les limites o etTi. 

En vertu des conventions que Ton vient d’etablir, si Ton designe 
par k un nombre entier arbitraire, on aura evidemment, pour des 
valeurs quelconques positives ou negatives de la quantite a, 


arc sin 


in ((a)) HZ ^ zb — arc sina^ ib 2k7Cf 


(3) 


arccos((a))zz:zb arc cosa zb 2^7r, 
arctang((a)) zz: arc tanga ±: kn, 


arccosa 4- arcsinaz= 

2 


arc cos^ca + arc s6ca = — 
2 


On trouvera de plus, pour des valeurs positives de a, 

TT 

(4) arccota + arctanga= -» 

4 • 
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et, pour des valeurs negatives de a, 

(3) arccota + arctanga = — 

Lorsqu’une quantite variable converge vers une limite fixe, il est 
souvent utile d’indiquer cette limite par une notation particuli^re ; 
c’est ce que nous ferons, en plagant I’abreviation 

lim 

devant la quantity variable dont il s’agit. Quelquefois, tandis qu’une 
ou plusieurs variables convergent vers des limites fixes, une expres- 
sion qui renferme ces variables converge ada fois vers plusieurs limites 
dilferentes les unes des autres. Nousindiquerons alors une quelconquc 
de ces derni'eres limites a I’aide de doubles parentheses placees a la 
suite del’abreviation lim, demaniere a entourer I’expression que Ton 
considere. Supposons, pour fixer les idees, qu’une variable positive 
ou negative representee par a? converge vers la limite o, et designons 
par A un nombre constant : il sera facile de s’assurer que chacune des 
expressions 

lim A®, Urn sin a; 

a une valeur unique determinee par I’equation 

limA®=i 

ou 

limsinir=:o, 

tandis que I’expression 



admet deux valeurs, savoir, -t- oo, — oo, et 



une infinite de valeurs comprises entre les limites — i et -t-i . 

Nous allons terminer ces preliminaires en presentant, sur les quan- 
tites moyennes, plusieurs theoremes dont la connaissance nous sera 
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fort utile dans la suite de cet Ouvrage. On appelle moyenne entre plu- 
sieurs quantites donnees une nouvelle quantite comprise entre la plus 
petite et la plus grande de celles que Ton considere. D’apres cette 
definition, il est clair qu’il existe une infinite de moyennes entre plu- 
sieurs quantites inegales, et que la moyenne entre plusieurs quantites 
egales se confond avec chacune d’elles. Cela pose, on etablira facilement, 
ainsi qu’on pent le voir dans la Note II, les propositions suivantes : 

Th^or^me I. — Soient b, b' , b" , . . . plusieurs quantites de mime signe 
en nombre n, et a, a', a", . . . des quantites quelconques en nombre 6gal 
a celui des premieres. La fraction 

a + a'+a"-\-... 

'b + b‘+ b''^+77. 

sera moyenne entre les suivantes 

a a' a" 

V F’ 

Corollaire. — Si Ton suppose 

b = b'=b'' = . ..=11, 

on conclura du theoreme precedent que la quantite 

a ^ a' -j- a" -h .. . 
n 


est moyenne entre les suivantes 

a, a\ 

Cette espece particuliere de moyenne est ce qu’on nomme une moyenne 
arithmetique. 

TiiEORfeME II. — Soient A, A', A", . . . ; B, B', B'", . . . deux suites de 
nombres pris a volonte, et formons a^ec ces deux suites , que nous suppo- 
sons renfermer chacune un nombre n de termes, les racines 
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B+Bh-b" . . . rr~T-, — 'j} 

VAA'A"... sera une nomelle racine moyenne entre tomes les 

autres. 

CoroUaire. — Si I’on prend 
on trouvera (jue la (juantite positive 


V^AA'A"... 


est moyenne entre les suivantes 

A, A', A", .... 

Cette moyenne d’une espice parlienliire, est eelle quo I’on nomme 

moyenne geometrique, 

Theor^ie III. - Les mSrms chases etant posies que. dans le theoreme /, 

« a", ... designent encore des quantitis de mime signe, la 

fraction ® 

aa_j-_ocVjj-^a" -f- . 
a6 -f- a.' b' a." b" . 

sera moyenne entre les suivantes 

a a' a!' 

b' P’ p’ •••• 

CoroUaire. — Si I’on suppose 

b = b'=b"=:. — r 

on conclura du theorfeme precedent que la somme 
. est 6qui?alente au produit de. 

par une moyenne entre les quantites a, a', a", 

Pour abriger, lorsque nous voudrons designer une moyenne entre 
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plusieurs quantites a, a! , a", nous nous servirons de la notation 

a', a\ . , 


Cela pose, les theoremes qui precedent et leurs corollaires se trou- 
veront compris dans les formules 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 

(9) 

(10) 

(11) 


a -H a' -h . . 

b + b'-¥ 

Gi — |— o! — CtJ^ -j— , , . 

n 


=:M 


a a' a" 

V V' ¥’ 



= M(a, a', a", . . .), 




VAA'A"... M (^, Va" , . . . 


^AA'A"... =M(A,A',A", ...), 

aa-\- a ' «'+ a’'ix''-h ... ■««■/'* \ 

6a-)-6'«'+ 6V'-+-... ““‘vs’ W ¥’ ■■■;’ 

aa + a"a" + . . . = (a + a'4- . .)M(ff, a', a", . . .). 


Dans ces formules, 


a, a', a", . . . ; b, b', b", . . . ; a, a", . . . 

representeront trois suites de quantites, et 

A, A', k\ ...; B, B', B", ... 

deux suites de nombres formees chacune de n termes difFerents. La 
troisieme suite est, ainsi que la seconde, uniquement composee de 
quantites de meme signe. 

La notation que nous venons d’adopter fournit le moyen d’exprimer 
qu’une quantite est comprise entre deux limites donnees. En effet, 
toute quantite comprise entre les limites a, h etant une moyenne 
entre ces memes limites, on pourra la designer par 

lA.{a,b). 

Ainsi, par exemple, toute quantite positive pourra etre representee par 
M(o, co), toute quantite negative par M(— qo, o), et toute quantite 
reelle par M(— qo, +qo). Lorsque nous voudrons indiquer indistinc- 
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tement une quelconque des quantiles renfermees ontre les limit 
et b, nous doublerons les parentheses, et nous ecrirons 




Par exemple, si Ton suppose que la variable ac converge vers zero 
aura 

sin 



attendu que I’expression lim ^ ^sin admettra une infinite de vah 
comprises entre les valeurs extremes — i et -f- i . 




PREMIERE PARTIE. 

ANALYSE ALGEBRIQUE. 


CHAPITRE 1. 


BES FONCTIONS REELLES. 


§ I. — Considerations generales sur les fonctions. 

Lorsquc des quantites variables sont tellement liees cntre elles 
quo, la valeur de Tune d’elles etant donnee, on puisse en conclure 
les valeurs de toutes les autres, on con^oit d’ordinaire ces diverses 
quantites cxprimees an moyen de Tune d’entre elles, qui prend alors 
le nom de variable independante; et les autres quantites exprimees au 
moyen de la variable independante sont ce qu’on appelle des fonctions 
de cette variable. 

Lorsque des quantites variables sont tellement liees entre elles 
que, les valeurs de quelques-unes etant donnees, on puisse cn con- 
clure celles de toutes les autres, on congoit ces diverses quantites 
cxprimees au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors 
le nom de variables independantes ; et les quantites restantes, expri- 
mees au moyen des variables independantes, sont ce qu’on appelle 
des fonctions de ces memes variables. 

Les diverses expressions que fournissent I’Algebre et la Trigono- 
metrie, lorsqu’elles renferment des variables considerees comme inde- 
pendantes, sont autant de fonctions de ces memes variables. Ainsi, par 
exemple. 


L(a:), sina?, 
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sont des fonetions de la variable cp; 

iv+y, xr, xyz, ... 

des fonetions des variables x ety on a;, j et s, 

Lorsque des fonetions d’une on de plusieurs variables se trouvei 
eomme dans les exemples precedents, immediatement exprimees 
moyen de ces memes variables , elles sont nommees fonetions exp 
cites. Mais, lorsqu’on donne seulement les relations entre les fon 
tions et les variables, e’est-a-dire les equations auxquelles ces qua 
tites doivent satisfaire, tant que ces equations ne sont pas resolu 
algebriquement, les fonetions, n’etant pas exprimees immediateme 
au moyen des variables, sont appelees fonetions implicites. Pour 1 
rendre explicites, il suffit de resoudre, lorsque cela se peut, les equ 
tions qui les determinent. Par exemple,y etant une fonction implici 
de X determinee par P^quation 

L(y) =^, 


si I’on nomme A la base du systeme de logarithmes que Ton cons 
d^re, la mSme fonction, devenue explicite par la resolution de r6qu 
tion donnee, sera 

7 = A®. 

Lorsqu’on veut designer une fonction explicite d’une seule v 
riable x ou de plusieurs variables x, y, z, ..., sans determiner 
nature de cette fonction, on emploie I’une des notations 

fix), F(a;), 9(a:), xi^)y ^{x), ..., 

f{x,y,z, ...), ^ix,y,z, . . .), (f>(x,y, z, . . .), 

Pour qu’une fonction d’une seule variable soit completement d^te 
minee, il est necessaire et il suffit que de chaque valeur particulife: 
attribute a la variable on puisse deduire la valeur correspondante ( 
la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, la fon 
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tion donnee en obtient plusieurs differentes les unes des autres. Gon- 
formemont aux conventions adoptees dans les preliminaires, nous 
designerons d’ordinaire ces valeurs multiples d’une function par des 
notations dans lesquelles la variable sera entouree de doubles traits 
oil de doubles parentheses. Ainsi, par exemple, 

arc sin ((j?)) 

indiquera un quelconque des arcs qui ont x pour sinus; 

% 

'ijx —±\Jx 

Tune quelconque des deux racines carrees de la variable x supposee 
positive, etc. 

§ II. — Des fonctioTis simples. 

Parmi les functions d’une variable x, on appelle simples celles qui 
resultent d’une seule operation elfectuee sur cette variable. Les fonc- 
tions simples que Ton considere ordinairement en Analyse sont en 
tres petit nombre, et se rapportent les unes a I’Algebre, les autres 
a la Trigonometric. L’addition et la soustraction, la multiplication et 
la division, Televation aux puissances et I’extraction des racines, enfin 
la formation des exponentielles et des logarithmes produisent les fonc- 
tions simples qui se rapportent a I’Alg^bre. En consequence, si Ton 
designe par A un nombre constant, et par a = dz A une qdantite con- 
stante, les functions algebriques simples de la variable x seront 

a — X, ax, x'^, h{x). 

Nous ne tenons pas id compte des racines, parce qu’on pent toujours 
les ramener aux puissances. Quant aux functions simples qui se rap- 
portent a la Trigonometrie, on pourrait en compter un grand nombre, 
si Ton rangeait parmi les fonctions simples toutes les lignes trigono- 
metriques et les arcs qui correspondent a ces memes lignes; mais 

OEuvres de C. — S. 11, t. III. 
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nous les reduirons aux quatre suivantes 

sitiie, cosa;, 
arcsina-, arccosa;, 

et nous mettrons au nombre des fonctions composees les au 
lignes trigonometriques tanga;, secar, . . . avec les arcs corresj 
dants arctanga;, arcseca;, attendu que ces dernieres lu 

peuvent toujours etre exprimees par le moyen du sinus et 
cosinus. Nous pourrions meme, a la rigueur, reduirc les deux b 
tions simples sina; et cosa: a une scule-, puisqu’elles sont liees e 
elles par I’equation sin-a? 4- cos-a; = i; mais I’emploi de ces d 
fonctions est si frequent, qu’il est utile de les conscrvcr toutes c 
a la fois clans le calcul comme fonctions simples. 

§ III. — Des fonctions composees. 

Les fonctions qui se deduisent d’une variable a I’aide de plus!' 
operations prennent le nom de fonctions composees; et Ton distir 
parmi ces dernieres les fonctions de fonctions qui resultent de 
sieurs operations successives,’ la premiere operation etant effec 
sur la variable, et chacune des autres sur le resultat de I’op^ra 
precedente. En vertu de ces definitions, 

X/— I'C 

sjx, ••• 

sont des fonctions composees de la variable a?; et 

^(sina;), t(cosx), 

des fonctions de fonctions, dont chacune resulte de deux operat 
successives. 

Les fonctions composees se distinguent les unes dcs autres p: 
nature des operations qui les produisent. II semble que Ton de’ 
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nommer fonctions algebriques toutes celles que fournissent les ope- 
rations de I’Algebre; mais on a reserve particulierement ce nom a 
celles que Ton forme en n’employant que les premieres operations 
algebriques, savoir, I’addition et la soustraction, la multiplication et 
la division, cnfin I’elevation a des puissances fixes; et, des qu’une 
function renferme des exposants variables ou des logarithmes, elle 
prend le nom de fonction exponentielle ou logarithmique. 

Les fonctions que Ton nomme algebriques se divisent en fonctions 
rationnelles et fonctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont 
celles dans lesquelles la variable ne se trouve elevee qu’a des puis- 
sances entieres. On appelle, en particulier, fonction entiire tout poly- 
nomc qui ne renferme que des puissances entieres de la variable, par 
exemple, 

a -h bx ■+■ . . , 

et fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux 
semblables polynomcs. Le degre fonction entiere de x est I’ex- 
posantde la plus haute puissance de x dans cette meme fonction. La 
fonction entiere du premier degre, savoir 

a 4- bx 

s’appclle aussi fonction lineaire, parce que, dans I’application a la Geo- 
metrie, on s’en sert pour representer I’ordonnee d’une ligne droite. 
Toute fonction entiere ou fractionnaire est par cela meme rationnelle, 
et toute autre esp^ce de fonction algebrique est irrationnelle. 

Les fonctions que produisent les operations de la Trigonometric 
sont designees sous le nom de fonctions trigonometriques ou circu- 
laires. 

Les divers noms que Ton vient d’attribuer aux fonctions compo- 
sees d’une seule variable s’appliquent egalement aux fonctions de 
plusieurs variables, lorsque ces dernieres fonctions jouissent, par 
rapport a chacune des variables qu’elles renferment, des proprietes 
que supposent les noms dont il s’agit. Ainsi, par exemple, tout poly- 
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nome qui ne contiendra que des puissances entieres des variable 
y, s, . .. sera une fonction entiere de ces variables. On appelle di 
de cette fonction entiere la somme des exposants des variables dar 
terrae oil cette somme est la plus grande. Une fonction entiere du 
mier degre, telle que 

a -h -hcj -h dz-h. . 


prend le nom de fonction lineaire. 


PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE II. 


37 


CHIPITRE II. 

I)ES QUANTlTfiS INFINIMENT PETITES OU INFINIMENT GRANDES, ET DE LA CONTINL’ITE 

DES FONCTIONS. 

VALEURS SINGULIfeBES DES FONCTIONS DANS QUELQUES CAS PARTICULIEBS. 



§ I. — Des qiiantites infiniment f elites el infiniment grandes. 

On dit qu’une quantite variable devient infiniment petite, lorsque sa 
valeur numerique decroit indefiniment de maniere a converger vers 
la limite zero. 11 est bon de remarquer a ce sujet qu’on ne doit pas 
confondre un decroissement constant avec un decroissement inde- 
lini. La surface d’un polygone regulier circonscrit a un cerclc donne 
decroit constamment a mesure que le nombre des cotes augmente, 
mais non pas indefiniment, puisqu’elle a pour limite la surface du 
corcle. De meme encore, une variable qui n’admettrait pour valeurs 
successives que les differents termes de la suite ’ 

2 3 4 5 6 

- ) - > ft -Z1 • • • 1 

12340 

prolongee ii I’infini, decroitrait constamment, mais non pas' indefini- 
ment, puisquc ses valeurs successives convergeraient vers la limite i. 
Au contraire, une variable qui n’aurait pour valeurs successives que 
les differents termes de la suite 

I I r I I I 

7? t :? 7. ? 7? 55 ••*? 

435587 I 

prolongee a I’infini, ne decroitrait pas constamment, puisque la diffe- 
rence entre deux termes consecutifs de cette suite est alternativement 
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positive et negative; et, neanmoins, elle decroitrait indefiniment 
puisque sa valeur finirait par s’abaisser au-dessous de tout nombr' 
donne. 

On ditqu’une quantile variable devient infiniment grande, lorsqu' 
sa valeur numerique croit indefiniment de maniere a converger ver 
la limite oo. II est encore essentiel d’observer ici qu’on ne doit pa 
confondre une variable qui croit indefiniment avec une variable qu 
croit constamment. La surface d’un polygone regulier inscrit a ui 
cercle donne croit constamment, mais non pas indefiniment, a mesur 
que le nombre des cotes augmente. Les termes de la suite naturell 
des nombres entiers 

1 , 2, 3, 4j • 

croissent constamment et indefiniment. 

Les quantites infiniment petites et infiniment grandes jouissent d 
plusieursproprietes, qui conduisent a la solution de questions impor 
tantes, et que je vais expqser en peu-de mots. 

Soil a une quantite infiniment petite, c’est-a-dire une variable don 
la valeur numerique decroisse indefiniment. Lorsque dans un mem 
calcul on fait entrer les diverses puissances entieres de a, savoir 

x, a», ..., 

ces diverses puissances sont respectivement designees sous le non 
d’infiniment petits du premier, du second, du troisieme ordre, etc. Ei 
general, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantit 
variable dont le rapport avec a converge, tandis que la valeur nume 
riquedeadiminue, vers une limite finie differente de zero; infinimen 
petit du second ordre toute quantite variable avec a, et dont le rap 
port avec a? converge vers une limite finie differente de zero, etc. Cel 
pos6, si Ton designe par k une quantite finie differente de zero, et pa 
£ un nombre variable qui decroisse indefiniment avec la valeur nume 
rique de a, la forme generale des quantites infiniment petites du pre 
mier ordre sera 

kx ou du moins X:£)t(i ±: s); 
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la forme generale des quantites infiniment petites du second ordre 

Jca.- ou du moins kcx.-{i±E), 

• • • * ? 

entin la forme generale des infiniment petits de I’ordre n (n repre- 
sentant un nombre entier) sera 

Aa'* ou du moins ka'‘{i±s). 

On pent facilement etablir, a I’egard de ces divers ordres de quantites 
infiniment petites, les theoremes suivants : 

TiiKORiiMK 1. — Si I’ On compare I’n/i a V autre deux infiniment petits 
d' ordres differents, pendant que tons les deux concergeront ixrs la limile 
zero, celui qui esl de I’ordre Le plus eleve finira par oblenir constammenl 
la plus petite valeur numerique. 

Demonstration. — Soient, en effet, 

Aa®(i±:e), A'a'''(f±£') 

deux infiniment petits, I’un de I’ordre n, I’autre de I’ordre n', et sup- 
posons le rapport entre le second de ces infiniment petits et 

le premier, savoir 

k’ , I ±1 
k I ±1 £ 

convergera indefiaimcnt avec a vers la limite zero, ce qui ne pent 
avoir lieu qu’autant quo la valeur numerique du second finit par de- 
venir constamment inferieure a celle du premier. 

Tiieor^:me II. — Un infiniment petit de V ordre n, cesL-d-dire de la 
forme 

change de signe avec a toules les fois que n esl un nombre impair, el 
conserve pour de Ires petites valeurs numeriques de ol le rn^rne signe que la 
quantile k, lorsque n esl un nombre pair. 

Demonstration. — En effet, dans la premiere hypothese, a" change 
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de signe avec a, et, dans la seconde, a" est toujours positif. De pli 
le signe du produit k(i ± z) est le meme que celui de lorsque t ( 
tres petit. 

<9 

Theor^me hi. — La somme de plusieiirs infiniment petits des ordres 

n, Ji\ n’' , 

(n'y iff . . . designant des nombres superieurs a n) est an nouvel infii 
merit petit de Vordre n. 

Demonstration- — Eii effet, 

A’a" ( I zb e) H- X:' zb £') -h A*'' (i zb e'') 4- . . . 

[ k' k’' 

I zb £ 4 - y; ( I zb £' ) 4 - -p ( i zb £^' ) 4 - . . . 

(i zb £ 1 ), 

I 

£, etant un nombre qui converge avec a vers la liniitc zero. 

Des principes qu’on vient d’enoncer on deduit aisement, coran 
on va le voir, plusieurs propositions remarquables qui sc rapportent 
des polynomes ordonnes suivant les puissances ascendantes d’ur 
quantite infiniraent petite a. 

iHEORfeME IV. — Tout polynome ordonne suivant les puissances ascei 
dantes de a, par exemple 

Cl 4“ b d 4“ e oc" 4“ . . . 

ou, plus generalement, 

aa^-^ h a'^'4“ c a""4- . . . 

{les nombres n' , n\ ... formant ane suite croissante)^ finit par itr 
pour de tris petites valeurs numeriqiies de OLf constamment de mime sigi 
que son premier terme 

a ou a a". 

Demonstration. — En effet, la somme faitc du second terme et d 
ceux qui le suivent est, dans le premier cas, un infiniment petit d 
premier ordre, dont la valeur numerique finit par etre inferieure 
celle de la quantite finie a, et, dans le second cas, un infiniment pel 


PREMIERE PARTIE. ~ CHAPITRE II. 


ki 

de I’ordre n\ qui finit par obtenir constamment une valeur numerique 
inferieure a celle d’un infiniment petit de Tordre n. 

Theok^me V. — Lorsque, dans le polyndme 
aoL'^ -H c , 

ordonne suivant les puissances ascendantes de a ^ le degre n! du second 
terme est un nombre impair, ce polyndme, pour de tres petites valeurs 
numeriques de a, est tantdt superieur et tantdt inferieur a son premier 
terme aaJ^, suimnt que la variable a et le coefficient b sont de mime signe 
ou de signes contraires. 

Demonstration. — En effet, dans I’hypothese admise, la somme des 
termes qui suivent le premier, savoir 

sera, pour de tres petites valeurs numeriques de a, de meme signe 
que chacun des deux produits bcx/'\ boL. 

Tn^ORfeME YI. — Lorsque, dans le polyndme 

bcx.^'-h 

ordonne suivant les puissances ascendantes de a/., le degre n' du second 
terme est un nombre pair, ce polyndme, pour de tris petites valeurs nume- 
riques de a, finit par de^enir constamment superieur a son premier terme, 
toutes les fois que b est positif, et constamment inferieur, toutes les fois 
que b est negatif 

Demonstration. — En effet, dans Thypothese admise, la somme des 
termes qui suivent le premier aura, pour de tres petites valeurs nu- 
meriques de dt, le signe du produit boL^ , et, par suite, le signe de b. 

Corollaire. — En supposant, dans le theoreme qui precede, n = o, 
on obtiendra la proposition suivante : 

Tn^iORiME VII. — Si, dans le polyndme 
ordonne suimnt les puissances ascendantes de ol, n' designe un nombre 
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pair; parmi les valeurs de ce polyndme correspondantes a des valem 
finiment petites de a, cede qui correspond d a — o, c cst-d-dire a, 
toujours la plus petite, lorsque b sera posilif, et la plus grande, lorst 
sera negatif. 

Cette valeur particulifere clu polynomc, plus grande ou plus p 
que toutes les valeurs voisines, est ce qu’on appclle un maximto. 
un minimum. 

Les proprietes des quantites infiniment petites etant etablies 
en deduit les proprietes analogues des quantites infiniment gran 
en observant que toute quaiitite variable de cette dernierc (»s 
peut etre representee par a designant une <|nan(ife infink 
petite. Ainsi, par exemple, lorsque, dans le polyndiiH' 

. . . -!- hx H " /*•, 

ordonne suivant les puissances descendantos de la variable .v, c 
variable devient infiniment grande; en la meftant sons la forme - 
reduit le polynome dont il s’agit a 

a ( b c „ h , \ 

(X’^\ a a a rt / 

et Ton reconnait alors immediatement que, pour d<^ Ires petites 
leurs nutneriques de a, ou, ce qui revicnt an ineme, pour de 
grandes valeurs nunaeriques de x, ce polynomc est de memo signe 
son premier terme 

a 

Comme cette remarque subsiste dans le cas mcnie ou ({uidques-ti 
des quantites h, c, A, k se reduisont a zero, il en resiilta ft 
peut enoncer le theoreme suivant : 

TflEORfiMEYIIL — Lorsque^ dans un polyndme ordonne suwant les p 
sances descendantes de la variable x, on fait croUre i/niej^ninwnl 
leurnumengue de cette variable, le polyndme finil par dire consianw^ 
de mime signe que son premier terme. 
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§ II. — De la continuite des fonctions. 

Parmi les objets qui se rattachent a la consideration des infiniment 
petits, on doit placer les notions relatives a la continuite ou a la dis- 
continuite des fonctions. Examinons d’abord sous ce point de vue les 
fonctions d’une seule variable. 

Soit f{cc) une fonction de la variable x, et supposons que, pour 
chaque valeur de x intermediaire entre deux limites donnees, cette 
fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en par- 
tant d’une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue a la va- 
riable X un accroissement infiniment petit a, la fonction elle-meme 
recevra pour accroissement la difference 

qui dependra en meme temps de la nouvelle variable a et de la valeur 
de X. Cela pose, la fonction f{x) sera, entre les deux limites assi- 
gnees a la variable x, fonction continue de cette variable, si, pour 
chaque valeur de x intermediaire entre ces limites, la valeur nume- 
rique de la difference 

f{x-^a)~f{x) 

decroit indefiniment avec celle de a. En d’autres termes, la fonc- 
tion /(a?) restera continue par rapport a x entre les limites donrdes, si, 
entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la t>ariable produit 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-mtme. 

On dit encore que la fonction fix') est, dans le voisinage d’uno 
valeur particuliere attribuee a la variable x, fonction continue de 
cette variable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites 
de a;, meme tres rapprochees, qui renferment la valeur dont il s’agit. 

Enfin, lorsqu’une fonction fix) cesse d’etre continue dans le voisi- 
nage d’une valeur particuliere de la variable x, on dit qu’elle devient 
alors discontinue et qu’il y a pour cette valeur particuliere solution de 
continuiti. 
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D’apres ces explications, il sera facile de reconnaitre entre quelles 
limites une fonction donnee de la variable x est continue par rapport 
a cette variable. Ainsi, par exemple, la fonction sina;, admettant 
pour chaque valeur particuliere de la variable x une valeur unique et 
finie, sera continue entre deux limites quelconques de cette variable, 
attendu que la valeur numerique de sin(|a), etpar suite celle de la 
difference 

sin(x -t-a) — sin a; 2 sin(|a) cos (a; -+- |a), 

decroissent indefiniment avec celle de a, quelle que soit d’ailleurs la 
valeur finie que Ton attribue a x. En general, si Ton envisage sous le 
rapport de la continuite les onze fonctions simples que nous avons 
considerees ci-^flessus (Chap. I, § II), savoir 


a -ha:, a — x, ax, x°-, A*, L(.a;), 

sina:, cosa;, arcsina;, arccosa:, 


on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux 
limites finies de la variable x, toutes les fois que, etant constamment 
reelle entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans I’inter- 
valle. 

Par suite, chacune deces fonctions sera continue dans le voisinage 
d’une valeur finie attribuee a la variable x, si cette valeur finie se 
trouve comprise : 


Pour 

les fonctions 
X \ 

a — X i 
ax I 

I 

sin^r \ 
cosx I 


entre les limites = ,37=1-1-00; 


Pour 

la function 

I ° entre les limites ^= — 00, x = o, 
a® entre les limites x xzzzoo; 
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Pour 

les fonctions 


Lix) 

enfin 

Pour 

les fonctions 
arcsine j 
arccos^ \ 


entre les limites « = o. 


entre les limites x = — i, 



X^z-hl. 


II cst bon d’observer que, dans le cas ou Ton suppose a = ±m(m de- 
signant un nombre entier), la fonction simple 

x<^ 

cst toujours continue dans le voisinage d’une valeur finie de la va- 
riable X, pourvu que cette valeur soit comprise : 


si ( 2 =i-h m, 

entre les limites x = — oo, 

00, 

( 

entre les limites a?— oo, 

Xz=zO 

1 

SI <2 =: — m, t 

ou bien 


( 

entre les suivantes xzzzoy 

^ =1 00. 


Parmi les onze fonctions que Ton vient de citer, deux seulement 
deviennent discontinues pour une valeur de x comprise dans I’inter- 
valle des limites entre lesquelles ces memes fonctions restent reelles. 
Les deux fonctions dont il s’agit sont 

— et x<^ (lorsque « = — wi). 


L’unc et I’autre deviennent infinies, et par consequent discontinues, 
pour a? = 0. 

Soit maintenant 

une fonction de plusieurs variables a?, et supposons que, 

dans le voisinage de valeurs particulieres X, Y, Z, . . . attribuees a ces 
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variables, /(a;, . . .) soit a lafois fonction continue dea?, fonction 

continue de y, fonction continue de On prouvera aisemeni 

que, si Ton desi'gne par a, y, . . . des quantites infiniment petites, 
et si Ton attribue kcc, y, z, ... ies valeurs X, Y, Z, . . . ou des valeurs 
tres voisines, la difference 

f{£c + oc,y-i-S,z^y)—fia;,y,z,...) 

sera elle-meme infiniment petite. En effet, il est clair que, dans I’hy- 
poth^se precMente, les valours numeriques des differences 

f{x + (x,y,s, ...) — f{x,y,z, ...), 

/(ar + a, y 4- 6, . . . ) — /(a? + a, j, ^r, ...), 

f{x-\-a., j + 6, z-¥y, . ..) — f{x + a, 7 -i- 6, s, ...), 


decroitront indefiniment avec celles des quantites variables a, S, y, . . . , 
savoir, la valeur numerique de la premiere difference avec la valeur 
numerique de a, celle de la seconde difference avec la valeur num6- 
rique de S, celle de la troisieme avec la valeur numerique de y, et 
ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces diffe- 
rences, savoir 

f(x-h(x,y-hS,s-\-y, . . .) — f(x, y, z, ...), 

convergera vers la limite zero, si a, S, y, ... convergent vers cette 
meme limite. En d’autres termes. 


aura pour limite 


f{x + a, jh- 6 , sH-y, ...) 

s, .. .). 


La proposition qu’on vient de demontrer subsiste evidemment dans 
le cas meme oil Ton etablirait entre les nouvelles variables a, 6, y, ... 
certaines relations. II suffit que ces relations permettent aux nouvelles 
variables de converger toutes en meme temps vers la limite zero. 
Lorsque, dans la m6me proposition, on remplace cc, y, z, ... pai 
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X, Y, Z, . . . , et a: + a, y H- 6, 3 -H Yj • • • par x, y, z, on obtient 
I’enonce suivant : 

TiiEORfijME 1. — Si les variables X, y, z, . . . ont pour limites respectwes 
les quantiles fixes et determinees X, Y, Z, . . . , et que la fonction 
f(x, y, z, . . .) soil continue par rapport a chacune des variables x, y, 
z, . . . dans le voisinage du systime des valeurs particuliires 

' j = Y, 

f{x, y, z, .. .) aura pour limite f(X, Y, Z, . . .). 

Comme, dans ce second enonce, les variables a, 6, y, . . . se trouvenfc 
remplacees par x — X, y — Y,z — Z, . . . , les relations qu’on pouvait 
etablir, dans le premier enonce, entre a., S, y, , pourront etre eta- 
blies, dans le second, entre les quantites a? — X, j — Y, ^ — Z; et il 
en resulte que la fonction f(oc,y, z, ...) aura pour limite f(X, Y, Z, . ..), 
dans le cas meme oil les variables x, y, z, ... seraient assujetties a 
certaines relations, pourvu que ces relations leur permettent de s’ap- 

procher ind^finiment des limites X, Y, Z, 

Supposons, pour fixer les idees, que a;, j, z, ... soient functions 
d’une meme variable t consideree comme independante, et continues 
par rapport a cette variablfe dans le voisinage de la valeur particulifere 

t — H. 

Si Ton fait, pour plus de commodite, 

f{x,y,z, ...) = u, 

u sera ce qu’on appelle une fonction composee de la variable t; et, si 

X, Y, Z, ..., U 
designent respectivement ce que deviennent 

y, -s, “ 

dans le cas oil Ton suppose t = T, il est clair, d’une part, qu’une 
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valeur de t tres voisine de T fournira pour ii une valeur unique et 
finie; d’autre part, qu’il suffira de faire converger t vers la limite T, 
pour que les variables x, y, z, ... convergent vers les linaites X, Y, 
Z, ..., et, par suite, la fonction u = fix,y, z, ...) vers la limite 
U = y^(X, Y, Z, . . .). On prouverait absolument de la meme maniere 
que, si Ton attribue a t une valeur tres voisine de T, la valeur corres- 
pondante de la fonction u sera la limite de laquelle cette fonction 
s’approchera indefiniment, tandis que t convergera vers la valeur 
donnee; et Ton doit conclure que m sera fonction continue de t dans 
le voisinage de f = T. On peut done enoncer le theoreme suivant : 

THtORtME II . — Designons par 

X, y, z, ... 

plusieurs fonctions de la variable t, qui soient continues par rapport a 
cette variable dans le voisinage de la valeur particuliere / = T. Soient, 
deplus, 

X, Y, Z, ... 

les valeurs particuliires de x, y, z, ... correspondantes a t — 1^', et sup- 
posons que, dans le voisinage de ces valeurs particuliires , la fonction 

soil en mSme temps continue par rapport a x, continue par rapport ay, 
continue par rapport a z, ...;«, consideree comme une fonction de t, 
sera encore continue par rapport a t dans le voisinage de la valeur parti- 
culiire f = T. 

Si, dansle theorfeme precedent, on reduit les quantites variables x, 
y, z, ... a une seule, x, on obtiendra un nouveau theoreme, qu’on 
peut enoncer comme il suit : 

Theoreme III. — Supposons que, dans V equation 

u = /(.-c), 

kt variable x soit fonction d’une autre variable t. Concevons de plus que 
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la variable x soil fonction continue de t dans le voisinage de la valeiir 
particuliere = et u fonction continue de x dans le voisinage de la 
valeur particuliere x = \ correspondante a / = T. La quantile u, consi- 
deree comme fonction de t, sera encore continue par rapport d cette va- 
riable dans le voisinage de la valeur particuliere ^ = T. 

Supposons, par exemple, 

u = ax et x-xzt”, 

a designant une quantite constante, et n un nombre entier. On con- 
clura du theoreme III que 

u — at^ 

est, entre deslimites quelconques de la variable t, fonction continue 
de cette variable. 

De meme, si Ton fait 

X 

u—~, « = sinf, y — c.ost,' 

on conclura du theorbme II que la fonction 

u =■ tangt 

est continue par rapport a t dans le voisinage d'une valeur finie quel- 
conque de cette variable, toutes les fois que la valeur dont il s’agit 
n’est pas comprise dans la formule 

t = ± 2kTZ ± 

2 

k designant un nombre entier; c’est-a-dire toutes les fois qu’a cette 
valeur de t correspond une valeur finie de tangt. Au contraire, la fonc- 
tion tangit admettra une solution de continuite, en devcnant infinie, 
pour chacune des valeurs de t comprises dans la formule prece- 
dente. 

Supposons encore 

x=.bt, y = ct^, . . 


OEuvrcs de C , — S. 11 , t. III. 


7 
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a,b,c, ... designant des quantites constante.s. Alors, ii tUant fonctic 
continue de x,y,z., ... entre des limites quelconques dc ces variable 
eta;, 7, -E, fonctions continues de la variable / entre des limits 
quelconques de cette derniere, on conclura du tlieoreme III que 


fonction 


r — i— ht. -4— CL'" —b- 


est elle-meme continue par rapport a t entre des limites qiielconque 
Par suite, comme t = o donne u = a, si Ton fait converger t vers 
limite zero, la fonction u convergera vers la limitc a ct finira p; 
obtenir le meme signe quo cette limitc, ce qui s’accorde avec le the 
reme IV du § I. 

Une propriete remarquable des fonctions continues d’unc seu 
variable, e’est de pouvoir servir a representor en Geometric Ics ordo 
nees de lignes continues droites ou courbes. De cette remarque ( 
deduit facilement la proposition suivante : 

TuEORtME IV. — Si la fonction f{x) est continue par rapport a 
variable X entre les limites a; = .r„, a? ~ X, et que I' on (hkigne par h w 
quantite intermediaire entre etf(X), on poiirra toiijours satisfai 

d I' equation 

f{x) l> 

par une ou plusieurs xialcurs reelles de x comprises entre x„ et X. 

Demonstration. — Pour etablir la proposition precedente, il suf 
defairevoir que lacourbe qui a pour equation 

rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a |»our equation 

7 -- b 

dans I’intervalle compris entre les ordonnccs qui correspondent 
abscisses et X; or e’est evidemment cc qui aura’ lieu dans rhyp 
these admise. En effet, la fonction f{x) etant continue entre les limtf 
a; = «„, a; = X, la courbe qui a pour equation 7 = f{x) et qui pa« 
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i” par le point correspondant aux coordonnees 2 ” par le 

point correspondant aux coordonnees X et/(X), sera continue entre 
ces deux points; et, conime I’ordonnee constante b de la droite qui a 
pour equation Y = b se trouve comprise entre les ordonnees /(x„), 
/(X) des deux points que Ton considere, la droite passera necessaire- 
ment entre ces deux points, ce qu’elle ne pent faire sans rencontrer 
dans I’intcrvalle lacourbe ci-dessus mentionnee. 

On peut, au reste, comme on le fera dans la Note III, demontrer le 
theoreme IV par une methode directe et purement analytique, qui a 
meme I’avantage de fournir la resolution numerique de I’equation 


§ III. — Valeurs singulieres des functions dans quelques cas 

particuliers. 

Lorsque, pour un systeme de valeurs attribuees aux variables 
qu’elle renferme, une function d’une ou de plusieurs variables n’ad- 
met qu’une seule valeur, cette valeur unique se deduit ordinairement 
de la definition meme de la fonction. S’il se presente un cas particu- 
lier dans lequel la definition donnee ne puisse plus fournir imm6dia- 
temont la valeur de la fonction. que Ton considere, on chercheja 
limite ou les limitos vers lesquelles cette fonction converge, tandis 
que les variables s’approchent indefiniment des valeurs particulieres 
qui leur sont assignees; et, s’il existe une ou plusieurs limites de 
cette espece, elles sont regardees comme autant de valeurs de la fonc- 
tion dans rhypoth'ese admise. Nous nommerons valeurs singulieres do 
la fonction proposee cedes qui se trouvent determinees comme on 
vient de le dire. Telles sont, par exemple, cedes qii’on obtient en 
attribuant aux variables des valeurs infinies, et souvent aussi cedes 
qui correspondent ii des solutions de continuite. La recherche des va- 
leurs singulieres des functions est une des questions les plus iinpor- 
tantes et les plus delicates de I’Analyse : ede offre plus ou moins de 
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difficultes, suivant la nature des fonctions et le nombre des variabl( 
qu’elles renferment. 

Si d’abord on considbre les fonctions simples d’une seule variabl 
on trouvera qu’il est facile de fixer leurs valeurs singuliferes. Ces v; 
leurs correspondent toujours a Tune des trois hypotheses 


X ; 


O, 


et sent respectivement 


Pour 

les 

fonctions 


a ^ X 
a — X 


ax 


a 

X 


a quelconque « -h ( — oo) „ ■ 

a quelconque a — {—qo)z=. 

a positif a X (— oc) rz: - 

a n^gatif n x ( — oo) = 

a 


■ oo 
00 


a positif. . 
a n^gatif . 


z: o 


x^ 




\ a positif 

' o, n^gatif 

I A sup. \ runit6 . 
A inf. \ I’unit^. , 


A““=:o 
A-” in- 00 


L(^) < 


Base des log. sup. 
k Timit^ 

Base des log. inf. 
h I’unite 


a 

o 


a 

o 


0 “= 0 
o 

A^’=i 
A'’~ I 


a -i- 00=:. 0 

a — 00 zz — 0 
a X ooz= o 
a X 00 zz: — 0 


a 

00 


00 


= 0 


00 '* zz 00 
oo'^zz o 
A*=go 
A*zzo 


L(o)zz— 00 L(c 50 ) : 
L(o) zz 00 L(oo) : 


• 0 


sin^ 
cos .27 


sm(— oo) zz:M((— I, -l-i)) sin(oo)zz:i;(( 


COS(— oo) zz H-r)) COS(oo) zz:M(( 


La notation M((— i, +i)) designe ici, comme dans les preliminaird 
line quelconque des quantites moyennes entre les deux limites 

— I el -f- 1 . 


II est bon d’observer que, dans le cas oil Ton suppose a = ±ra 
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m designant un nombre entier, la fonction simple 


admet constamment trois valeurs singulieres, savoir : 


lorsque 

( m 6tant un nombre pair. 

1 m 6tant impair 

(- 

•00)'" 00, 

Qni 

nno, 

go'" = oc, 

a — m 

(- 

, QO)W — 

0"^ 

— 0, 

Oq/M ^ 

lorsque 

j m etant pair 

(- 

oo)-"‘=ro. 

Q-m 

— 00, 

GO-'" — 0 , 

a " — rn 

( m etant impair 

(- 

.oo)-'" = o, ■ 

((0))' 

-"'t=± 00, 

00 “”' _ Q ^ 


Considerons maintenant les fonctions composees d’une seule va- 
riable X. Quelquef'ois il est aise de trouver leurs valeurs singulieres. 
Ainsi, par exemple, si Ton designe par k un nombre entier quel- 
conque, on reconnaitra sans peine que la fonction composee 


a ses valeurs singulieres comprises dans les trois formules 


tang((oo)) = M((— 00, oo)), 

tang^^2A:7t± —±00, 
tang((— oo)) = M((— 00, H-oo)), 

tandis que les valeurs singulieres de la fonction inverse 

X 

arc tanga; — arc sin ; 


sent respectivement 


arc tang(— 60 ) = — 


TT 

— J 
2 


arctang(oo) 


7: 

2 


Mais souvent aussi de semblables questions presententde veritables 
'difTicultes. Par exemple, on n’apergoit pas immediatement comment 
on peut determiner la valeur singuliere de la fonction 

x^, 
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lorsqu’on y suppose a; = o, ou celle de la fonction 


lorsqu’on prend a? — oo. Pour donner une idee des methodes qui con- 
duisent a la solution des questions de cette espece, je vais etablir ici 
deux theoremes a I’aide desquels on peut, dans un grand nombre de 
cas, determiner les valeurs singulieres que regoivent los deux fonc- 
tions 


/(■^) 
5 

X 




lorsqu’on y suppose a? = oo. 

Theor^me I. — Si, pour des valeurs croissantes de x, la difference 

/(an- 1) -/(.r) 

converge vers une certaine limite k, la fraction 

. /( 5 .) 

* X 

comer gera en mime temps vers la mime limite. 

Demonstration. — Supposons d’abord que la quantile k ait une va- 
leurfinie, et designons par t un nombre aussi petit que Ton voudra. 
Puisque des valeurs croissantes de x font converger la difference 

f{a: + x)-f{x) 

vers la limite k, on pourra donner au nombre A une valour assez con- 
siderable pour que, x etant egal ou superieur a A, la difference don* 
il s’agit soil constamment comprise entre les limites 

k — s, k — h £. 

Lela pose, si I’on designe par /^ un nombre entier quclconque, clia* 
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cune des quantiles 

f{h-\-‘i) — /(A 4- j), 

* > 

/(A-H/j)— /(A + rt — i), 

et, par suite, leur moyenne arithmetique, savoir 

/(A + «)-/(A) 

? 

n 

se trouvera comprise entre les limites k — On aura done 

- - -k^a, 

a etant une quantile comprise entre les limites Soit mainte- 

nant 

h-\- nz=: X, 


L’equation precedente deviendra 


(0 

et Ton en conclura 


/(^)-/ (A) 
X — h 


— k H- a, 


( 2 ) 


f{x ) — f{k) {x — h) ( A' -h a), 

X X \ X J 


De plus, pour faire croitre indefiniment la valeur de x, il suffira de 
faire croitre indefiniment le nombre entier n sans changer la valeur 
de h. Supposons, en consequence, que dans I’equation (2) on con- 
sidere h comme une quantite constante, eta; comme une quantite va- 
riable qui converge vers la limite =o. Les quantites 

/(A) A 

? ~ '» 

X X 


renfermees dans le second membrc,.convergeront vers la limite zero, 
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et le second membre lui-meme vers une limite de la forme 


k -h a, 

a etant toujours compris entre — s et -f- s. Par suite, le rapport' 

f{00) 

X 

aura pour limite une quantite comprise entre h — t k z. Ce 
conclusion devant subsister, quelle que soil la petitesse du nombre 
il en resulte que la limite en question sera precisement la quantity 
En d’autres termes, on aura 

(3) = A:=rlim[/(^ + i)— /(:r)]. 

Supposons, en second lieu, k=.^. En designant alors par H 
nombre aussi grand que I’on voudra, on pourra toujours attribuer 
nombre h une valeur assez considerable, pour que, x etant egal 
superieur a h, la difference 

/(aj-t-i)— /(cr), 

qui converge vers la limite co, devienne constamment superieurc a 
et, en raisonnant comme ci-dessus, on etablira la formule 

/(A 4-/1) -/(A) ^ 
n 

Si maintenant on pose h n = x, on trouvera, au lieu de I’eqi 
tion (2), la formule suivante 

X X \ X J 

de laquelle on conclura, en faisant converger x vers la limite 00, 

X 

La limite du rapport 

/(£) 


X 
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sera done superieuro au nombre H, quelquc grand qu’il soil. Cette 
limile superieuro a tout nombre assignable ne peut etre que I’infini 
posit if. 

Supposons enfin k — — cc. Pour ramener ce dernier cas au prece- 
dent, il suffira d’observer que, la difference* 

/(.TH-l)— /(d") 

ayant pour limite — oo, la suivantc 

aura pour limite -i-co. On en conclura quo la limite de est 

f( 

egale a -f- =o, et par suite cello de ii — cc. 

Corollaire L — Pour montrer une application du tbeoreme prece- 
dent, supposons 

/(.-r) = L(.r), 

L etant la caracteristique dcs logarithmes dans un systeme dont la 
base surpasse I’unite. On trouvera 

f{.v + i) — fix) = L{x-hj) — L(.2;) =:L^I-+- 

et, par suite. 

On peut done alfirmer quo, x venant a croitre indefiniment, le rap- 
port 

L(^) 

a: 

convergora vers la limite zero; et il en resulte quo, dans un sysleme 
dont la base est superieure a V unite, les logarithmes des nomhres croissent 
heaucoup rnoins rapidement que les nomhres eux-m^.mes. 

Corollaire II. — Supposons, en second lieu. 
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/(^) = A*, 


8 
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A designant un nombre superieur a I’unite. On trouvera 
/(^ + i) — /(^) =: A®-^* — A®=: A'*^( A — I) 

et, par suite, 

Ar=A"(A — l)=oo. ■ 

On peut done affirmer que, x venant a croitre indefiniment, le rappe 

a: 

converge vers la limite oo, et il en resulte que V exponentielle A 
lorsque le nombre A surpasse I’linite, Jinil par croitre heaucoup pi 
rapidement que la loanable x. 

Corollaire III. — On doit observer, au reste, qu’il n’y a lieu a che 
cher par le theoreme I la valeur du rapport 

/(^) 

I 

correspondante a a; = oc, que dans le cas oil la fonction f{x) devie: 
infinie avec la variable x. Si cette fonction rcstait finie pour a; = c 
le rapport aurait evidemment zero pour limite. 

Je passe au theorfeme qui sert a determiner dans plusieurs cas 
valeur de 

[/(^)F 

pour a: = 00. Void en quoi il consiste : 

TuEORfeME II. — Si, la fonction /{x') etant positive pour de Ires grand 
valeurs de x, le rapport 

/{X+ t) 

/(■*) 

converge, tandis que x croit indefiniment, vers la limite k, I’ expression 

[n^)f 

convergera en mime temps vers la meme limite. 
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Demonstration. — Supposons d’abord que la quantile k, necessai- 
rement positive, ait une valeur finie, et designons par z un nombro 
aussi petit que Ton voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font 
converger le rapport 

f(x + i) 

/(^) 

vers la limite k, on pourra donner au nombre h une valeur assez con- 
siderable pour que, x etant egal ou superieur a h, le rapport dont il 
s’agit soit constamment compris entre les limites 

k — £, k + £. 

Cela pose, si I’qn designe par n un nombre entier quelconque, cha- 
cune des quantites 

. .. /(A + 2) _ _ _ f(h + n) 

f{h) ’ /(A-i-i)’ ’ /(A + n-i)’ 

et, par suite, leur moyenne geometrique, savoir 



se trouvera comprise entre les limites ^ — s, ^ On aura done 


1 




/(A -t-n) ]" 

/(/O J 


= A-4- a. 


a etant une quantite comprise entre les limites — e, -t- £. Soit main- 
tenant 

h ^ nzzz X, 


L’equation precedente deviendra 


( 4 ) . 

et Ton en conclura 

( 5 ) 



1 

X— A 

zz: A' 4- a, 


/(^)r=/(A)( Ah- 


GO 


COURS I) ’ANALYSE. 


De plus, pour faire croitre indefiniment la valour cle x, il suf 
faire croitre indefiniment le nombre entier /^, sans changer la 
de A. Supposons, en consequence, que dans I’equation (5) o 
sidere A comme une quantite constantc, et x comme une qi 
variable qui converge vers la limite oc. Les quantites 

[/(/oA I- A 

renfermees dans le second membre, convergeront vers la limit 
le second membre lui-meme vers une limite de la forme 

/■ ■+- cc, 

a etant toujours compris entre — £ et -i- £. Par suite, I’expressi 

[/(^A 

aura pour limite une quantite comprise entre A — £ et A-f-e, 
conclusion devant subsister, quelle que soil la petitesse du non 
il en resulte que la limite en question sera precisement la quar 
En d’autres termes, on aura 

(6) lim[/(^)]A/cr=lifn -^^^^'^ 

Supposons, en second lieu, la quantite A infinie, e’est-a-dire, p 
cette quantite est positive, A = co. En designant alors par H un n 
aussi grand que Ton voudra, on pourra toujours attribuer au noi 
une valeur assez considerable pour que, x etant egal ou superie 
le rapport 

/(^ + r) 

/(•a?) 

qui converge vers la limite oo, devienne constamment superieu 
et, en raisonnant comme ci-dessus, on etablira la formule 

1 

■/(/iH- /i)1« 

_ fW - 


>H. 
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Si maintenant on pose h-\-n — x, on trouvera, an lieu do I’oqua- 
lion (.5), la formule suivantc 

de laquclle on conclura, en faisant converger x vers la limite cc, 

La limite dc I’expression 


sera done superieure au nombre H, quelque grand qu’il soil. Cette 
limite, superieure a tout nombre assignable, ne peut etro que I’intini 
positif. 

ISlota. — On pourrait facilement demontrer Cequation (6), en ober- 
chant par le tlieoreme I la limite vers laquelle converge Ic logarithme 


L[f{x)f= 




et repassant ensuite des logarithmes aux nombres. 

Corollaire 1. — Pour donner une application du theoreme II, sup 
posons 

f{x) 

on aura 

f(x -t- l) X -\-l I 

: — — — — I -1 , 

f{x) X X 

ct, par suite, en passant aux limites, 

A' = r . 


Done, si Ton fait croitre indefiniment la variable x, la function 


1 



convergera vers la limite i. 
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Corollaire II. — Soit, en second lieu, 

/{oe) = ax"-+ cx’^---'r. . . = R, 

en sorte que P designe un polynome en x du degre n. On trouvera 


/(^+0 

/(^) 



et, en passant aux limites. 



a 


Si done P represente un polynome entier quelconque, P'' aura p 
limite i. 

Corollaire III. — Soitenfin 


f{x) = L{x). 


On trouvera 

/(g-i-0 _ t4(a?-l-l) 
J{x) E(j?) 


L ( ^ ) -H L [ I -H 


L{x) 


L(x) 


et, en passant aux limites, 

k = i. 

1 

Par suite, fL(a;)]''a encore pour limite I’unite. 

Les theor6mes I et II subsistent evidemment dans le cas meme 
la variable x est consideree comme ne pouvant admettre que 
valours entieres. En effet, pour rendre applicables a ce cas particu 
les demonstrations que nous avons donnees des deux theoremes 
suffit de concevoir que la quantite designee par h dans chacune 
ces demonstrations devienne un nombre entier tres considerable, 
dans le memo cas, on represente les valours successives de la fc 
tion /(x) correspondantes aux diverses valeurs entieres de x, sa' 


/(O, A^), /(3), /{«), 


par 


Aj, A2, As, *•*, Art, 
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CHAPITRE IL 


()3 

on obtiendra a la place des theoreines I et If les propositions slii- 
vantes : 

Tiieoreme III* ~ Si ia suite des quantiles 

A2» A3, • - • » A/^, ... 

est telle que la difference entre deux tCrmes consecutifs de cetle suite, 
sa^oir 

A/i-f-i A/2, 

comerge constamment, pour des rmleurs croissantes de ri, ^^ers une lirnile 
fixe A, le rapport 

n 

comergera en mime temps vers la rnhne limite. 

TiieorIixME IV. — Si la suite des nombres 

Aj, A2, A3, • • •> A,i, ... 

est telle que le rapport entre deux termes consecutifs, sacoir 

A/2-1-1 
A, ^ 

comerge constamment, pour des imleurs croissantes de n, vers une limite 
fixe A, V expression 

(A«)" 

comergera en mime temps vers la mime limite. 

Pour montrer une application du dernier Iheoreme, supposons 

A,i~ 1 . 2 .3. . . n. 

La suite A^, A^, ... deviendra 

I, 1.2, 1.2.3, ..., 1 .2.3. . . — i)/i, 

et le rapport entre deux termes consecutifs de la meme suite, savoii‘ 

A;^4.i __ 1 .2.3. . .n{n -h i) 

kn 1 . 2 . 3 ...^ 


— AM- I , 
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convergera evidemment, pour des valours croissantes de n, v 
limite cc. Par suite, I’expression 

i 1 

(A„)''= (1.2.3.. .«)" 

converge vers la meme limite. 

On trouverait, au contraire, que rexpression 

converge, pour des valours croissantes dc n, vers la limite. zero. 

Souvent, ii I’aidc des theoremes 1 ot II, on pout determiner lav 
singuliere. quo recoit une fonction composec dc la variable x, t 
que cettc variable s’evanouit. Ainsi, par exemple, si Ton veut ol 
la valour singuliere dc correspondante ii x = o, il suflfira de 
cbor la limite vers laquclle converge, pour des valeurs croiss 

do X, rexpression Cette limite, en vertu du theori; 

(corollaire I), est egalc a I’unite. 

De meme, on conclurait du theoreme I (corollaire I) que la 
lion 

• ,rL(.r) 

s’evanouit avoc la variable x. 

Lorsque les deux Lerrnes d’une fraction sont des quantiles infin 
pelltes, donl les valeurs numeriques decroissenl indefiniment avei 
de la variable a, la valeur singuliere que repoit cettc fraction, pour c 
est tantdl finie, tantol nulle ou injinie. p]n ctlet, designons par k, k' 
constantes finics qui no soient pas nulles, ct par £, t' deux noi 
variables qui convergent avec a vers la limite zero. Deux infin: 
petits, t’un de I’ordre n, I’autre de I’ordrc n , pourront etre i 
sentes respectivement par 


kai'‘{i±&), ± s'). 
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et leur rapport, savoir 

k' a”-' {-i ±1 z' ) k' I dr s' k' i dr e' i 

A'a“(idrsj k i±z^ k idrs 

aura evidemment pour limite 

si Ton suppose n' =z n, 

o, si Ton suppose n''> n, 

±1 CO, si Ton suppose /^^< /^. 

On proiiverait de meme que la limite lyers laqiielle comerge le rapport 
cle deux quantiles infinimenl grandes, tandis que leurs valeurs mime- 
riques croissent indefiniment avec celle d\ine mime imriable x, peut itre 
nulle, finie ou infinie. Seulement, cette limite a un signe determine, 
constamment egal au produit des signes des deux quantites que Ton 
considere. 

Parmi les fractions dont les deux termes convergent avec la va- 
riable a vers la limite zero, on doit placer la suivante 

/(^ H- a) —f{x) 

; 5 

a 

toutos les fois qu’on attribuc a la variable x une valeur dans Ic voisi- 
nagc de laquelle la fonction f{x) rcste continue. En effet, dans cette 
hypothese, la difference 

est une quantite infiniment petite. On peut meme remarquer qu’elle 
cst on general un infiniment petit du premier ordre, en sorte que Ic 
rapport 

/(■r + a)-/(^) 
a 


converge ordinairement, tandis que la valeur numerique de a diminue, 
vers une limite finie differente de zero. Cette limite sera,, par 
exemple, 

2x, si Ton prend — 


et 


a 


si Ton prend /(^) 




ORd^^res de C., S. U? Xj HI. 
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Dans le cas particulier ou Ton suppose x = o, le rapport 

f(ai -ha) — /(.r) 

X 

se reduit a cet autre 

/( ^) — /(o) _ 

a 

Parmi les rapports de cette derniere cspecc, nous nous borneror 
a considerer le suivant 

sin a 
a 

Comme il peut etre mis sous la forme 

sin{ — x) 

— cc 

salimite restera la meme, quel que soil le signc de a. Cela pose, 
cevons que I’arc a rec-oive unc valeur positive tres petite. La cow 
I’arc double aa etant rcpresentee par 2sina, on aura evidentj 
aa > 2 sina et, par suite, 

X > sin a. 

De plus, la somme des tangentes menees aux extremites de I’ar 
etant representee par atangoc, et formant unc portion de polyi 
qui enveloppe cet arc, on aura encore 2tanga>2a ct, par cc 
quent, 

tanga>a. 

Enreunissant les deux formulcs qu’on vient d’etablir, on trouver 

sin« < a <; tanga; 

puis, en remettant pour tanga sa valour, 

sinsc 

sina<« < 

cosa 

% 

r < <; , 

Sin a cosa 
sina 

I ^ ;> cosa. 


et, par suite, 
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Or, tandis que a diminue, cosa converge vers la limite i : il en sera 
done de meme a fortiori du rapport — ^ toujours compris entre i et 
cosa, en sorte qu’on aura 


sina 

lim = I, 

a 


La recherche des limites vers lesquelles convergent les rapports 


f{.c -Ard)— fix) f(a)~f{o) . 


etantun des principaux objets du Calcul 


infinitesimal, nous ne nous y arreterons pas davantage. 

11 nous reste a examiner les valeurs singulieres des fonctions de 
plusicurs variables. Quelquefoisces valeurs sont completcment deter- 


minees et independantes des relations que Ton pourrait etablir entre 
les variables. Ainsi, par exemple, si I’on designe par 


a, 6, X, y 


quatre variables positives, dontles deux premieres convergent vers la 
limite zero et les deux dernieres vers la limite =o, on reconnaitra sans 
peine que les expressions 

OL "Y 

a6, xy^ - > ~ 5 a^, xy 

%Xj o 

ont pour limites respectives 


O, CC, O, 00, O, 00. 

Mais le plus souvent la valeur singuliere d’unc function de plusieurs 
variables ne pent etre entierement determinee que dans le cas parti- 
culier oil, en faisant converger ces variables vers leurs limites respec- 
tives, on etablit entre elles certaines relations; et, tant que ces rela- 
tions ne sont pas fixees, la valeur singuliere dont il s’agit est une 
quantite ou totalementindeterminee, ou seulement assujettie a rester 
comprise entre des limites connues. Ainsi, comme on I’a remarque 
plus haut, la valeur singuliere a laquelle se reduit le rapport de deux 
variables infiniment petites, dans le cas ou chacune de ces variables 
s’evanouit, peut etre une quantite quelconque finie, nulle ou infinie. 
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En d’autres (ermes, cette valeur singuliere sera completement inde- 
terminee. Si, au lieu de deux variables infiniment petites, on consi- 
dere deux variables infiniment grandes, on trouvera que le rapport 
de ces dernieres, tandis que lours valeurs numeriquos croissent inde- 
'finiment, converge encore vers une limite arbitraire, inais positive ou 
negative, suivant que les deux variables sont de meme signe ou do 
signes contraircs. II est egalement facile do s’assurer que le produit 
d’une variable infiniment petite par une variable infiniment grande a 
pour limite une quantite completement indeterminee. 

Afin dc presenter une derniere application des principes qu’on 
vient d’etablir, cherclions quelles valeurs il faut attribuer aux variables 
X ety pour que la valeur de la fonction 

i 

r‘' 

devienne indeterminee. Si Ton designe par A un nombre superieur a 
I’unite, et par L la caracteristique des logaritlimcs dans le systeine 
dont la base est A, on aura evidemment 


et, par suite. 


1 LW 
y’'— A~' . 


Or il est clair que I’cxpression 

Mr I 

A 


convergera vers une limite indeterminee, lorsquc le rapport 

L( r) 

X 

convergera lui-meme vers une semblable limite, ce qui arrivera dans 
deux cas differents, savoir : i° lorsque L(y) et x scront deux qiian- 
tites infiniment petites, c’est-ii-dire lorsquc x ety auront pour limites 
respectives o et i; 2" lorsque L{y) etic scront deux quantites infmi- 
raent grandes, e’est-a-dire lorsque, x ayant une limite infinie, y aura 



CII VI’lTItK 1 1 . 


(i!) 


I'UKMIKItl-: l‘VHTIi;. 

|m!|ii liiitifc i> <m X. f| cst ittui (i’ciiMi‘rv('r (|uo, dans I’liii nt raulrt' cas. 
la litmh' di* t’t'Kju'nssiou 



'« ra jinsifivi*. II jhmH iikmih* arrive!’ (|iie eeffe liinite 

xeii asHiiji-fiii* a dettiettrer t*tMii[H’ise «‘iilre li's valinirs exlreines (t et t, 
• 111 liii‘11 I'iitre les stiivaiites ! el x. (Intieevitns, par exeiiiple, (pH' eha- 
1 Iiiif des v.ii-i.ilden .ret y eeiiver^'e vers la litiiili* 3C. Dans re eas, ia 
iiiitile du rappiirl 

J. . 

J- 

t I.M. 

1 laiil line ijiianiile p<i',ilive (niidi iin(|tie, relle de v' A ' ne putirra 
tile ijii’iiiie ijiiautiti* nniveiuie eiilre t el (‘,etf(‘ iniiyeiine sera d’ail- 
leiii«. iiidiiei'iiiinee , laiil ijiie run n'elaidtra pa*, enlre les varialdes 
niltiiiiuenl grande'* .e et v de relation [larlieidii're. Mais, si ran snppas(> 

1 ft * I. 

/) V 1 denijiuaiit line roiietiaii i|ui erai.ssi* iiideliiiiiiieiit aver la va- 
n.ilde r. alof'. la tnayeiiite daiit i! s'agit, ii'elaiil autre chose qiie la 
liinilr di* 

i /' ' d*. 

■ ditieiiilra mie valeiir deferiiiiiiee, qtie 1*00 potirra sauvcnf calciiler a 
i’aiiie dll lllroretiie II, 

I 

Si, an In-ii de ia i'tMirtioii on cut ronsidcre la snivante 

I'll aurail froiive qite eette deriiiiTe devienf iiidefcrtninee : t‘‘ lorsi|Ue 
!.i v.inalde » e(iiiverf(e vers la liinite i et la varialde .r vers rniie des 
^UHanle-. r,. i ic; •»" lorsqiie, ia variable .r ayani zero pour liinite. 
» I i.!i\eri4e ver** zi’rii on vers t'intini positif. 

iyneb|ueriii'> on rem ontre dans le ealriil des expresNions singiilieres 
•jiH ne peineni etreeonsideri’esijneeoininedes liiailesvers lesqiielh’s 
eoinerjieiit des t'onetioiisde jdiisieurs variables, fandis que res niemes 
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variables deviennent infiniment petites ou infiniment grandes, ou 
meme, plus generalement, convergent vers des limites fixes. Telles 
sont, par exemple, les expressions 


O oo 

0X0, -5 00 X 00 , 0 X 00 , o", I”, 

o 00 

parmilesquelles on doit regarder les deux premieres commeles limites 
vers lesquelles convergent le produit et le rapport de deux variables 
infiniment petites, les deux suivantes comme les limites du produit 
etdu rapport de deux variables positives infiniment grandes, etc. Si 
Ton considi'.re en particulier les expressions singulieres que pro- 
duisent les fonctions 

r - 

x-hf, X_y, y-^'. 


on trouvera que les valeurs de ces memes expressions, lorsque les 
variables restent independantes, peuvent etre aisbment fixees par ce 
qui precinle. Les equations qiii serviront a determiner ces valours 
seront respcctivement 


Pour 

les 

fonctions 

X -h y 00 -H 00 — 00, 

0X0—0, 

OOXOO=rz~-OOX 00=77 00, 


xy 


yX 




CO ■— oc -rr M (( — X, + oc ) ) ; 

0 X oo OX — CO :::: M ( (. oo, -h oo )), 

GO X • X r= oc^ ; 

GO — CO 

r. 1C CO, 


1 ^=M((— 00 , 4 - 00 )), 

0 0 GO — CO 

OO GO ’ (> <) 

( ^ = = 00 )), 

00 CO , 

=: •:t:: M ( ( GO, 0 ) ) ; 

— GO CO 

^ 0 ® =: 00 ®=: M ((O, go)), 

o 

8 

11 

8 

i 

8 

il 

o 

1 

8 

il 

8 

8 

li 

8 

i~-^ .= M(( 0 , go)); 

' I 1 

1 0 ®=: 00 ® = 1=0 OU 00 , 

1 1 

o’" = 00 “ M ( ( O, I ) ) , 

j 1 1 

( 0 “"= oo”i=M((i,oo)), 

8 

o' 
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CHiPITRE III. 


DES FOKCTIONS SYMfiTRlQDES ET DES FONCTIOKS ALTERNEES. USAGE DE CES FONCTIO.NS 
FOUR LA resolution DES EQUATIONS DU PREMIER DEGRE A UN NOMBRE QUELCONQUE 
d’iNCONNUES. DES FONCTIONS HOMOGENKS. 


§ I. — Des fonclions symelriques. 

Une fonction symetrique de plusieurs quantiles est celle qui con- 
serve la meme valeur et le meme signe apres un echange quelconque 
opere entre ces quantiles. Ainsi, par exemple, chacune des fonc- 
lions 

xy+y^, xys, sina; -i- sinj -+• sins, ... 

ost symetrique par rapport aux variables qu’elle renferme, tandis que 

. » 

X — y, xy, ... 

sont des fonctions non symelriques des variables x et y. De meme 
encore 

b->t-c, b^-+c^, be, ... 

sont des fonctions symelriques des deux quantiles b, e; 

(j^c + d, b'--\-c^-^d-, bc+bd-¥cd, bed 

sont des fonctions symelriques des trois quantiles b, c, d; .... 

Parmi les fonctions symelriques de plusieurs quantiles b, c, .... 

o- h on doit distinauercclles qui serventde coefficients aux diverses 

puissances de a dans le developpement du produit 

(a - b) {a - c) . . .{a - g) {a - h), 

et dont les proprietes conduisent a une solution tres elegante de plu- 
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sieurs equations du premier degre entre n variables cc,y, z, u,v 
lorsque ces equations sont de la forme 



! X 

- 1 - r 

H- ^ 

-H. . 

. . H- u 

-H (’ 



1 a X 

4- 6 7 

-^c z 

-f-. . 

..+ g u 

-H h ( ’ 


(•) 

1 a-x 


C-JZ 

-h. . 

.. + g^-u 

-H Ii^ V 

- A. 


a“-' 

X -h 

y 4- c"-' 


.4-A^«-‘ 

ft 4- /)"-' 



En effet, soient 

A„_ — — {b c -h ^ 

Afj„^ “ be + . . . -t- b£^ H- bh -t- . . . -H -H c/t H- . . . -4- 


A„ —±:bc...gh 

les-fonctions symetriques dont il s’agit, on sorte qu’on ait 

A„_2rt"-^-t-. . . A,a + A„ — {a — b) {a — c) {a — d). . . . 

Si, dans cettc derniere formule, on rcmplace successivemont a pa 
b, par c, par g, par h, on trouvera 



A./^„2 ^ • • 

. —1— 1) — H Ap ■ (.), 

c"-‘ 

■+- A/i—o -H . . 

. -H Aj c Ap 0, 

^yn-] 

' 4- A„_2A'-"- 

. H- Ai + Ap 0, 

A«-'‘ 

A/£_4 /i"~“ -t- • . 

. A 1 A H- A p ( ) , 


Si Ton ajoute ensuite membre a membre les equations (i), apres avoi 
multiplie la premiere par A„, la seconde par A, , . . . , ravant-dernieri 
par A„_2, et la derniere par I’unite, on obtiendra la suivante 

+ An-s'S!"”^ ■+" • • • ■+" Ai ^ + A().X -H- A^^-^ ^ 0 ;— S + • ■ - -i- A] /I'l - 1 - A 5 fi\ 

ct Ton en conclura 

/i’„~ ] — ( h “i” C -4" . • . 4“ g "+• A ) H— ( he . • . ~4“ hg 4- hb 4“ . . . 4- Cg 4“ c/t ~i-> • .4~ g/t ) 4'^ , , ,;4 

/(I — bj (a — c). . .(a — g) (a-- /i ) 
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On determinerait par un precede analogue les valeurs des autres 
inconnues y, z, u, p. 

Lorsque, dans les equations (i), on substitue aux constantes 

• j ^n—i 

les puissances entieres successives d’une meme quantite k, savoir 

ko = i, k, k\ 

la valeur trouvee pour x se reduit a 

(3) {k-b)(k-c)...{k~g)(k-h) 

(a — t>) {a — c)...{a — (a — h) 


§ II. — Des fonctions alter nees. 

Une fonction ahernee de plusieurs quantiles est celle qui change de 
signe, mais en conservant au signe pres la meme valeur, lorsqu’on 
echange deux de ces quantites entre elles; en sorte que, par une 
suite de semblables echanges, la fonction devienne alternativement 
positive et negative. D’apres cette definition, 

x—y, xy^ — x^y, sina; — sin/, ... 

sont des fonctions alternees des deux variables x et 

{x—y){x — z){y — z) 

est une fonction alternde des trois variables x, y, z, et ainsi de suite. 
Parmi les fonctions alternees de plusieurs variables 

X, y, z, ..., u, V, 

on doit distinguer celles qui sont rationnelles et entieres par rapport 
a chacunc do ces memes variables. Supposons une semblable fonction 

OFMvres de C. — S. II, t. III. 


10 


74 


COURS D’ANALYSE. 


developpee et mise sous la forme d’un polynome. Un de ses terme 
pris au hasard, sera de la forme 

kxP , .u^ 

p, q, r, . . . , s, t designanl dcs nombres entiers, et k un coefficiei 
quelconque. De plus, la fonction devant changer do signe, mais coi 
server au signe pres la meme valeur, apres I’echange mutuel di 
deux variables x et y, il faudra de toute necessite qu’au terme doi 
il s’agit corresponde un autre terme de signe contraire 

- — kx^ yP z^\ . .u^ 

deduit du premier en vertu do cct echange. La fonction se compose) 
done de termes alternativo.ment positifs et negatifs, qui, reunis deu 
il deux, produiront des binomes de la forme 

kxPy^z^' . . — kx^yP z^\ . . v^z=z k{xPy'^ — x^yP)z^' . . . 

Dans chaque bindme de cette espece, p, q seront necessairement deu 
nombres entiers distincts I’un de I’autre, et, commo la difference 

XV — x^ yP 

est evidemment divisible par y — x ou, ce qui revient au meme, p: 
x—y, il en resultc quo chaque binome, et par suite la somme d( 
binomes ou la fonction proposee, sera divisible par 

±{y — x). 

Commeon peutd’ailleurs, dans les raisonnements qui precedent, sul 
stituer aux variables x, y deux autres variables quelconques x et 
ou j et 5, . . . , on obtiendra definitivement les conclusions suivantes 
1 ° line fonction alternee, mais entiere, do plusieui's variables x,) 
z, . . . , u, V, est composee de termes alternativemcnt positifs et negi 
tifs, dans chacun desquels les diverses variables ont toutes des expc 
sants differents; 
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2° Une semblable fonction est divisible par le produit des diffe- 
rences 

, ±{u — x), — 

, ±:(u—j), 

, — £), ±:(v — s), 

> 

prises chacune avec tel signe que Ton voudra. 

Lc produit dont il est ici question, ainsi qu’on peut aisement le 
reconnaitre, est lui-meme une fonction alternee des variables que 
Ton considere. Pour le prouver, il sufiit de faire voir que ce produit 
change de signe, en conservant au signe pres la meme valeur, apres 
I’echange mutuel de deux variables, x etj par exemple. Or, en effet, 
suivant que Ton adoptc pour chaque difference le signe -H ou le 
signe — , CO produit se trouve egal soit a -i- ®, soit a — 9, la valeur 
de 9 etant determinee par I’equation 

(2 ) !f = {y — x){z — x)...{u — x){f> — x)x{s—y)...(u — j) (0 —y) x . . . X (e — «) 

et, comme il est evident que cette valeur de 9 change seulement de 
signe en vertu de I’echange mutuel des variables x et y, on peut con- 
clure qu’il en sera de meme d’une fonction equivalente soit a o, 
soit a — 9. 

Concevons, pour fixer lessees, que I’on prenne chacune des diffe- 
rences (i) avec le signe ■+. Le produit de toutes ces differences sera 
la fonction 9 determinee par I’equation (2) ou, ce qui revient au 
meme, par la suivante 

( 3 ) o — {y — x)x{z — x){z—y)x...x{(> — a;){(^—y){i>—z)...{i, — u). 

Si, de plus, on appelle n le nombre des variables x, y, z, . . . , u, c, 
n — I sera evidemment le nombre des differences qui renferment une 
meme variable : et par suite, dans chaque terme de la fonction 9 deve- 
loppee et mise sous la forme d’un polynome, I’exposant d’une variable 


(0 


iy — a:), ±{z — x). 
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quelconque nc pourra surpasser n — \. Enfin, comme dans un men 
terme les differentes variables devront etre affectees d’exposants di 
ferents, il est clair que ces exposants seront respectivement egai 
aux nombres 

o, I, 2, 3, n — I. 

Chaque terme, abstraction faite du signe et du coefficient numeriqui 
sera done equivalent au produit des diverses variables rangees dat 
un ordre quelconque, et respectivement elevees aux puissances ma 
quees par les nombres o, i, 2 , 3, ..., n — i. On doit ajouter qr 
chaque produit de cettc espece so trouvera compris une seule foil 
tantot avec le signe +, tantot avec le signe — , dansle developpemei 
de la fonction ip. Par exemple, le produit ; 

ne pourra etre forme que par la multiplication des premieres lettrt 
des facteurs binomes qui composent le second membre de I’equi 
tion (3). 

A I’aide des principes que nous venons d’etablir, il est facile de cor 
struire en entier le developpement do la fonction cp, et do demontre 
ses diverses proprietes {voir a cc sujet lii Note IV). Nous aliens mair 
tenant faire voir comment on sc trouve conduit, par la consideratio 
d’un semblable developpement, a la resolution des equations gent 
rales du premier degre a plusieurs variables. 

Soient 

<lt,x -+- ^ 0 ^ + Aq (’ 

a^x -t-CjS -\- h^v 

a^x -k-b^y -(-Cj5 

a^-ix -t- bn-iy + u + A„_i 



~ k%, 


— kn-\ 


n ^uations lineaires entre les n variables ou inconnues 

X, y, , ", 
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ct les constantes 






•, g^y 

K 



bu 

^i> 


‘f gly 

h\y 

^ly 





• > g^y 

h^y 


• * > 

• • > 

* * y 



• • y 

• • y 

^n—U 


^n—\y 


*> gn—ly 

b-n-\y 

kn- 


choisies arbitrairement. Representons, en outre, par P ce que devient 
la fonction (p lorsqu’on y remplace les variables 

Xy Zy • • • , Uf r 

par les lettres 

a, b, c, . . g, h 

considerees comme autant de nouvelles quantites, en sorte qu’on ait 
(5) P =:(6 — a)x{c — a){c — b)x. . .X {h — a) (h — — c). . .{h — g). 


Le produit P sera la fonction alternee la plus simple des quan- 
tiles a, b, c, g, h; et, si Ton developpe cette fonction par la 
multiplication algebrique de ses facteurs binomes, chaque terme du 
developpement sera equivalent, au signe pres, au produit de ces 
memes quantites rangees dans un certain ordre,'et respectivement 
elevees a des puissances marquees par les exposants o, i, 2 , 3, ..., 
n — I. Cela pose, concevons que dans chaque terme on. remplace les 
exposants des lettres par des indices, en ecrivant, par exemple. 


au lieu du terme 




et designons par t) ce que devient alors le developpement du pro- 
duit P. La quantile D aura evidemment, tout comme le produit P, la 
propriete de changer de signe lorsqu’on echangera entre elles deux 
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des lettres donnees, par exemple les deux lettres a et b. II est ais 
d’en conclure que la valeur de D sera reduite a zero, si Ton ecrit dai 
tous ses termes la lettre a la place de la lettre a, sans ecrire en men 
temps a a la place de b. II en serait de meme si Ton ecrivait partout 

la place de la lettre a Tune des lettres c g, h. Par suite, si, dar 

le polynome D, on designe la somme des termes qui ont poi 
facteur commun par la somme des termes qui renferment 1 

facteur a, par A,a, , . . . ; enfin la somme des termes qui ont pour fa( 
teiir par en sorte que la valeur de D soit donnee pj 

I’equation 

(6) D = A(i«o“f” A[ cii + -t- . . . -h A,j_i 

on trouvera, en ecrivant successivement dans Ic second membre d 
cette equation les lettres h, c, . . . , g, h a la place deda lettre a, 

I o — Aq b„ -h A I bx -h A 2 -t- ... -h A„_i At-i) 

I O AoCo H- AjCi -t- AjC, -1- . . . -h 

(7) < 

I o ~ Ao^o-H Aj^j -t- As^j -h • . . + A,t_]^,i_i, 

1 o = Afl/'o + AjAi -T- Aj . . -I- A„_i/t,(_i. 

Supposons maintenant qu’on ajouto membre a membre les equs 
tions (4), aprfes avoir multiplie la premiere par A^,, la secondc par A, 
la troisieme par . .., la dernierc par A;j_,. On verra, dans cett 
addition, les coefficients des inconnues y, s, ..., u, v disparaitr 
d’eux-memes en vertu des formules ( 7 ), et Ton obtiendra definitivt 
ment I’equation 

R = Ao A'o -t- Aj A'l Aj Atj -i- . . . -1- A „— 1 
de laquelle on conclura 

,Q. AoAo-)- A] /f, -H Aj A'2 H- . . . •+ A„_| A'„_ , 

( 8 ) 

Comme d’ailleurs des deux quantites 

D et Aq kfx + Ai -f- Ag Aj -f- . . . -i— Afi—x A^—i 
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u'otant pas oxaofo ot no puuvanl lo dovonir quo par Huilo dos ninditi- 
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do ootio inooiimto. 

I.a Hiotliotlo qui fUMis a ooiuluils a la valour synihuliquo do .r Inur- 
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los oquatimis liudairos 


I >/ . A ' ^* 0 ." ^ »I» 

I i<i I . //,.r > h^ v . ; A,, 

a •!' ' r ’ ^ ^ 3 * 

Ofi Iruuvora dans ootio hvjuilhoso, (timr la valoiir sytidiuli([Uo dc* I’iii- 
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et par suite, la valeur veritable de la meme inconnue sera 

/cq h\ — Aq h^C\ 4- k\ Ca A', b(t 4- As Aq ^zb^Cf, 

^ ^ ^ ^ ciQbiC^ — ctQb^Ci-^- ciib^CQ — cii b^c^ <^2 ^0 — ^2 ^0 

Nota. — Lorsque, dans les equations (4), on remplace les indice 
des lettres a, b, c, g, h, k par des exposants, la valeur symbo 
lique de x donnee par I’equation ( 9 ) devient evidemment la valeu 
veritable, et coincide, commc on devait s’y attendee, avec celle qu 
fournit la formule (3) du § I. 

§ III. — Des fonctions homogenes. 

Une fonction de plusieurs variables x, y, z-, . . . est homogin. 
lorsque, t designant une nouvelle variable independante des pre 
mibres, le changement de x en tx, de y en ty, de 5 on As, ... fai 
varier cette fonction dans le rapport de I’unite a une puissance deter 
minee de t, et I’exposant de cette puissance est ce qu’on nomme b 
degrd de la fonction homogene. En d’autres termes, 

f{'x,y,z, ...) 

sera une fonction homogene du degre a par rapport aux variables x 
y, z, . . . , si Ton a, quel que soit A, 

(i) f{tx,ty,tz, ...) = A“/(a;,7, 3, . . .). 

Ainsi, par exemple, 

x^-Jrxy^y^, s/xy, Ly—lx 

sont trois fonctions homogenes des variables x et y, la premiere di 
second degre, la deuxieme du premier degre, et la troisieme d’ut 
degre nul. Une fonction entiere des variables x, y, z, . . . , compost 
de termes tellement choisis, que la somme des exposants des diverse! 
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Par suite, on aura, quel que soit t, dans I’hypothese admise, 

ou, en d’autres termes, 

f{x,y,z,...) 

sera une fonction homo^ene du degre a par rapport aux variables x, 

J> ^ 



PREMIfiRE PARTIE. — GHAPITRE IV. 


83 


GHAPITRE IV. 


BfiTERMINATION DES FONCTIONS ENTifeRES, d’aPR^S UN CERTAIN NOMBRE DE VAIEURS 
PABTICnUfeRES SCPP0S£ES CONNBES. APPLICATIONS. 


§ I. — Recherche des fonctions entieres d’une seule variable, 
pour lesquelles on connait un certain nomhre de valeurs par- 
ticulieres. 

'Determiner une fonction d’apres un certain nombre de valeurs par- 
ticulieres supposees connues, c’est ce qu’on appelle interpoler. Lors- 
qu’il s’agit d’une fonction d’une ou de deux variables, cette fonction 
pent etre consideree comme I’ordonnee d’une courbe ou d’uno sur- 
face, et le probleme de \ interpolation consiste a fixer la valeur gene- 
rale de cette ordonnee d’apres un certain nombre de valeurs particu- 
liercs, c’est-a-dire a faire passer la courbe ou la surface par un certain 
nombre de points; Cette question peut etre resolue d’une infinite de 
maniferes, et en general le probleme de I’interpolation est indeter- 
mine. Toutefois, I’indetermination cessera si, a la connaissanco des 
valeurs particulieres de la fonction cherchee, on ajoute la condition 
cxpresse quo cette fonction soit entiere, et d’un degre tel que le 
nombre de ses termes devienne precisement egal au nombre des 
valeurs particulieres donnees. 

Supposons, pour fixer les idees, que Ton considere d’abord les fonc- 
tions entieres d’une seule variable x. On etablira facilement a lour 
egard les propositions suivantes : 

TniORfiME I, — Si une fonction entiere de la variable x s’evanouit pour 
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une valeur particuli^re de cette variable, par exemple pour x — x^, elk 
sera divisible algebriquement par x — x^. 

Theor6me II. — Si une fonction entiere de la variable x s’dvanouu 
pour chacune des valeurs de x comprises dans la suite 

^09 ^l9 ^i9 * * * > ^n~\9 

n ddsignant un nombre entier quelconque, elle sera necessairement divi- 
sible par le produit 

{as — {as — asi) {as a\). . .{x — 

Soient maintenant et deux functions ontieres de la 

variable x, I’une et Tautre du degre n — i, et qui deviennent egales 
entre elles pour chacune des n valeurs particulieres de x comprises 
dans la suite x^, x,, x^, x„_,. Je dis que ces deux fonctions seropt 

identiquement egales, c’est-a-dire qu’on aura, quel que soit x, 

9{x) = <^{x); 

et, en effet, si cette egalite n’avait pas lieu, on trouverait dans la dif- 
ference 

4 '(^) — 

un polyndme entier dont le degre ne surpasserait pas n — i, mais qui, 
s’evanouissant pour chacune des valeurs de x ci-dessus mentionnees, 
serait pourtant divisible par le produit 

{x — x„) {x — Xi) {x—Xi)...{x — .r„^i), 

c’est-a-dire par un polyndme du degre n, ce qui est absurde. On serait 
assure a fortiori A.% I’egalite absolue des deux fonctions 9 ( 3 ?) et4'(33), 
si Ton savait qu’ elles deviennent egales entre elles pour un nombre 
de valeurs de x superieur a n. On pent done enoncer le theorbme sui- 
vant : 

Theor4me III. — Si deux fonctions entieres de la variable x deviennent 
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e gales pour un nombre de valeurs de cette variable superieur au degre de 
chacune des deux fonclions, elks seront identiquement egales, quel que 
soil X. 

On en deduit comme corollaire cefc autre theoreme : 

THEORt;ME IV. — Deux fonclions entiires de la variable x sont identi- 
quemenl egales loutes les fois qu’elles deviennent egales pour des valeurs 
entieres quelconques de cette variable, ou jrdme pour loutes les valeurs 
entieres qui surpassent une limite donnee. 

Dans ce cas, en efTet, le nombre des valeurs de x, pour lesquelles 
les deux fonctions deviennent egales, est indefini. 

II suit du theoreme III qu’une fonction entiere u du degre n — i 
sera compl^tement determinee, si Ton connaitses valeurs particulieres 

Wqj 

correspondantes aux valeurs 

> ^n—i 

de la variable x. Cherchons dans cette hypothese la valeur generale de 
la fonction u. Si Ton suppose d’abord que les valeurs particulieres 
«i, . se reduisent toutes a zero, al’exception de la premiere 
la fonction u, devant alors s’evanouir pour x = x^, pour x — x.,, , 

enfin pour x = sera divisible par le produit 


{x — CCi){x — X^). . ,{x — 

et sera par consequent de la forme 


, u=k{x — Xi){x — Xi). . .{x — x,i-i), 

k ne pouvant etre qu’une quantite constante. De plus, u devant se 
reduire a pour x = x^, on en conclura 

up - — ki^Xp x ^ ) (^0 Xp ) . . . ( Xp X;i — 1 ) 
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et, par suite, 

_ (a: — -Cgi) — Xj). . .{x — .Vn-i) _ 

(^Q — ( ^0 ^2 ) • • • ( ^0 ) 

De meme, si les valeurs particulieres u^, m,, Uo, . . . , se reduisent 
toutes a zero, a [’exception de la seconde u ^ , on trouvera 

(x — Xa){x — X^). . .{x — Xn-i) 

U = Ui~ TT r 7 r> 

{Xi—Xo) {Xi— X,).. .(Xi — Xn^i) 


Enfin, si elles se reduisent toutes a zero, a I’oxception de la derniere 
on trouvera 

— (a; — ^o) (^ — a?i). ■ .(.r — _ 

(^tt— 1 *^0 ) i^n~l ) • • • {^n—i ) 

En reunissant les diverses valeurs de u correspondantes aux diverses 
hypotheses qu’on vieht de faire, on obtiendra pour somme un poly- 
nome en x du degre n — i, qui aura evidemmcnt la propriety de se 
reduire a pour £C =a;„, a pour x — x^, . . . , a pour x = 

Ce polynome sera done la valeur generale de u qui resout la question 
proposee, en sorte que Cette valeur generale se trouvera determin^e 
par la formule 

^ (x — Xj)(x — Xi).. .(a; — ,r„_i) 

“(aJo — a;,) — a's). . .(a;o — .r„-i ) 

(a!j Xq) {Xi — ^'n— 1 ) 

j -1- 

' 1 I {x — x„){x—x,)...{x — x„,_^) 

\ {^n—l -^0 ) 1 Xj) . . . ) 

On pourrait deduire directement la meme formule de la methode que 
nous avons employee ci-dessus(Chap. Ill, § I) pour resoudre dans un 
cas particulier des equations lineaires a plusieurs variables (voir a ce 
sujet la Note Y). 

Si, en designant par a une quantite constante, on remplace dans la 
formule (i) la function u par la fonction u — a, qui sera evidemment 
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de mfime degre, et les valeurs particulieres de u par les valeurs parti- 
culieres de « — a, on obtiendra I’equation 

( ^0 ) ( ^0 ^2 ) ' • * ( ^0 ^ n —\ ) 

{X — X^){X — X^). . .{X — ^n-i) 

\x^— X^){X^ — X.!). . .{Xi — X„^i) 


^ {X — Xf,){x — Xy)...{x — X„^i) _ 

\xn-i — Xo) — X2) . . .{x^-i — X„^i)’ 

et, en comparant cette equation a la formule (i), on trouvera la sui- 
vante 

(x — Xi) (X — Xj). ..(x — x^^^) 

{Xo—Xi){Xg—Xi)...{Xo—X^-t) 

(x — Xo)(x — X,). . .(x — Xn~i) 

{Xi— Xo) {Xi— X3) . . .{Xi — J?„_, ) 

H- . 

(^ — ^0) (x — X,).. .{x—Xn-i) 

(■*«— 1 ^0 ) (•*»— 1 Xi). . . {Xfi—i X^—i ) 

Cette derniere equation est identique et subsiste quel que soit x. 

Les equations (i) et (2) peuvent servir Tune et I’autre a resoudre, 
pour les functions entiijres, le probl^me de I’interpolation ; mais il 
convient, en general, de prefererpourcetobjetr6quation(2), attendu 
qu’on peut y faire disparaitre I’un des termes du second membre, en 
prenant la constante a equivalente a Tune des quantites 



u — a = {uq — a 


(2) 






Wqj Wj, W2> 


Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de faire passer une droite 
par deux points donnes. Designons paraj^, les coordonnees rectan- 
gulaires du premier point, par celles du second, etpary I’or- 

donnee variable de la droite. En remplagant dans la formule (2) la 
lettre u par la lettrey, puis faisant n = i et a =70, on trouvera pour 
equation de la droite 


y—fo=ifi~ro) 


X — 


( 4 ) 


Xy — X^ 
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Supposons, en second lieu, qu’il s’agisse de faire passer par trois 
points donnes une parabole dont I’axe soit parallele a I’axe des y. 
Nommons 

•*'i et yi, JCi el 72 , el 

les coordonnees rectangulaires des trois points. Soit de plus y I’or- 
donnee variable de la parabole. En remplacant toujours, dans la for- 
mule ( 2 ), la lettre u par la lettre y, puis faisant n = 2 et a —y„ on 
trouvera pour I’equation de la parabole 


(5) 


ou, ce qui revient au menne, 




( 7 o— 7 i) 

(72 — Ji) 


{a; — a-’i) (x — ) 

{X — Xf,){x — Xj) 
('^2 ““ ^0 ) ( x^ x^ ) 


(6) 


7-7i = 



+ ( 72 - 71 ) 


—x„ 

X^ — Xi 


Lorsque dans I’equation (i) on prend « = {m designant un 
nombre entier inferieur a n), les valeurs particulieres de u repr^sen- 
tees par 

Wqi • • •> Ihi—i 


se reduisent evidcmment a 

^rn ,y,ni „/« 

0 > 1 > 2 > . • . , -t- j . , 

On aura done, pour les valeurs entieres de m qui ne surpassent pas 
n — [ , 


1 

1 

1 

T 

1 

(^0 *^l) (*^0 

T 

1 

0 


..(x — x.^i) 

H 

1 

0 

1 

r 

- + 

T 

1 

1 {X — X,){X- 

- <2?! ) . . . ( 2 ? 

— 1 ^0 {^n — 1 

— Xi)...{x„_i—Xn-i) 


Cette derniere formule conaprend comme cas particulier I’equation (3). 
De plus, si Ton observe que chaque puissance dea?, eten particulier 



t’nKMIllUM l‘A|{T!K. CH VIMTHK 1 \ . S!) 

la r' *. ,|oit ii,Vi.ssain*iiU‘iit avoir Ic moinc rttrlliririil .Ians 

i. » tlftiv ut«-iniiri s (ti. la iHriuiili' i 7 i. tm froiivrra : 

I " I’Jt ^il|ijiii%;tiii m I# . I , 

M * »’ 

1 ^ .rf 

.I'll. .a. .1%, ,i 


' 5 i -I'.j j .I't I . , . ! j ,r 

j ' Imi '■til jijifiHiiiit m /I I . 

I ^ ^ i » ■ ^ • - - 1 ■I'.., } » 

* 

■ ‘ < *.. " » , , '. , ,1 ,r, ( „ ,1 


, ,i„ ,r 

I csj liMii ill- ri’iitari|iM<r ijiit* ia ('oriiiuii* i M ) HiiitHistt* ilattn lo cax iio'iot' 
iH i’loi Hujijiiisr tN **, I'l ilinii'iit alor.* 

t 

» * 

\ , 

!•■ ' *1 l„ H I, I , j, . , .f „ , I 

I ■ : 

'•» . , .1, )...!«•„ , ,) 

II, Ik trrtmntUtnn tha fimflwm titlirrcs tlr pimirun I'linuhlrs. 
J fifth i un rrritim twmhrrtlr viih ttrs fHirtivulu'n s Mippit/tns nt/innt \. 


1 , 1 *.. |(ar 11(1 (Irtortiiiiu* los t’otu tions li'uuc si'iili* 

an.ilili*, «ra|»rr.. on i iTlaiii noiiiljro tie valiMUN jiarliriiliiTcs Hiijiposi'i'ii 


90 


COURS D’ANALYSE. 


eonnues, peuvent etre faciletnent etendues, comme 6n va le voir, j 
fonctions de plusieurs variables. 

Considerons d'abord, pour fixer les idees, des fonctions de d< 
variables x ety. Soient !p(a;, y), ’^(x,j) deux semblables fonctio 
I’une et I’autre du degre n — i par rapport a chacune des variables, 
qui deviennent egales entre elles toutes les fois que, en attribuant l 
variable x une des valeurs particulieres 

■^Of '^^19 ^^9 • • •» ^ it - 1 > 

on attribue en meme temps a la variable j Tune des suivantes 

Ai, y-i, ■■■, jn-x- 

?(^o' j)« .y) seront deux fonctions de la seule variable jy, ( 
deviendront egales entre elles pour n valeurs particulieres de ce 
variable. Par suite (en vertu du tlieoreme III, § I), ces deuxfonctic 
seront constamment egales, quel que soit j. On aura done identiqi 
ment 

On trouvera de meme 

?(-^2,y) =-4'(‘^2>y)’ 


D’ailleurs, les premiers membres des n equations precedentes sc 
autant de valeurs particulieres de la fonction f(x, y) dans le cas 
Ton y considere x seul comme variable, et les seconds membres repi 
sentent les valours particulieres correspondantes de lafonction ^{x,2 
Les deux fonctions 

lorsqu’on y attribue ay une valeur constante choisie arbitrairemei 
deviennent done egales pourn valeurs particulieres dea;; et, comi 
elles sont toutes deux du degre n — i par rapport a x, il en resu: 
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qu’elles resteront egales, non seulement pour une valeur quelconquc 
attribuee a la variable mais encore pour une valeur quelconque 
de X. On serait assure, a fortiori, de I’egalite absolue des deux fonc- 
tions j), si Ton savait qu’elles deviennent egales toutes 

les fois queles valeurs des variables x &iy sont respectivement prises 
dans deux suites composees chacune de plus de n termes dilFerents. 
On peut done enoncer la proposition suivante : 

TiiEORftME 1. — Si deux fonctions entiires des variables x el y- deoien- 
nent egales toules les fois que les valeurs de ces deux variables sont res- 
pectivement prises dans deux suites qui renferment I’ une et V autre, un 
notnbre de termes superieur aiix exposants les plus eleves de x et de y 
dans ces monies fonctions, elles seronl identiqiiement egales. 

On en deduit, cotnme corollaire, cet autre theoreine : 

TiuiouftME II. — Deux fonctions enlieres des tiariables x et y sont iden- 
tiquement egales, toutes les fois qu elles deviennent egales pour des valeurs 
enlieres quelconques de ces variables, ou m^me pour toutes les valeui's en- 
tiires qui surpassent une limite donnee._ 

Dans ce cas, cn effet, le nombre des valeurs de a; et de j pour les- 
quelles les deux fonctions deviennent egales est indefini. 

11 suit du theoreme I que, si la fonction (p(a?, j) est suppos6e 
eiitierc et du degre n — i par rapport a cliacune des variables x et j, 
cette fonction sera completement determinee des que Ton connaitra 
les valeurs particuliercs qu’elle regoit, lorsque, en prenant pour va- 
leur de X I’unc des quantites 


^n — l9 

on prend en meme temps pour valeur de y Tune des suivantes 


j'qi y ly y^y yn~\* 

Dans la memo hypothese, la valeur generale de la fonction pourra 
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etre facilement deduite de la formule (i) du paragraphe precedeni 
En effet, si Ton remplace dans cette formule u par ©(a?,/), on e 
tirera 


et 1 on aura 


On conclura immediatement des deux equations qui precedent li 
leur generate de <p(a;, j). On trouvera, par exemple, en suppc 


Si Ton considerait des fonctions de trois ou d’un plus grand 
de variables, on obtiendrait des resultats enti'erement sembl 
ceux auxquels on vient de parvenir pour des fonctions d(! d 




Jo 

— yi 

X — 

-^0 

y- 

- r 1 


- Xq 

/o 

-Yi 

X - 

-x^ 

L: 

-.ro 

Xq- 



— Yo 

X - 

- Xq 

il 

-yo 
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riables seulement. On trouverait, par exemple, a la place du theo- 
reme II, la proposition suivante : 

TmiOKfeME III. — Deuce fonctions entieres de plusieurs variables x, y, 
z, ... sont identiquement e gales toutes les fois qu’elles deviennent e gales 
pour des valeurs entiires quelconqiies de ces variables, ou mime pour 
lollies les valeurs entiires qui surpassenl une limite donnee. 


§ III. — Applications. 

Pour appliquer les principes etablis dans les paragraphes prece- 
dents, considerons en particulier des produits formes par la multipli- 
cation de facteurs successifs dont chacun surpasse le suivant d’une 

unite, le premier facteur etant Pune des variables x, y, z, et 

cherchons a exprimer, au moyen de ces sortes de produits, le produit 
tout semblable qu’on obtiendrait en prenant pour premier facteur la 
somme des variables donnees, savoir 

-4- *4“ 2 “H • • • • 

Si Ton reduit toutes les variables a deux, le probleme qu’il s’agit de 
resoudre pourra s’enoncer comme il suit : 

PROiiLfiME I. — Exprimer le prod nil 

(i) (■■«■+.)') — 0 + J — 2) . . . (a; -h/ — /« -4- 1), 

dans lequel n designe an nombre entier quelconque, par le moyen des 
produits suivants 

x{x — \ ){x ~ 2) . . . {x — n ^\), 

y{y — 0 (y — 2) - • • (j — « H- 0 

el de tous ceux qd on peut en deduire, en changeant seulement la valeur 
de n. 

» 

Solution. — Pour resoudre plus facilement la question precedente, 
supposons d’abord que x et y soient des nombres entiers egaux ou 
superieurs a n. Alors le produit (i) ne sera autre chose que le nume- 
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rateur de la fraction qui exprime le nombre des combinaisons p 
sibles de lettres prises n h. n, puisque ce nombre est preci 

ment 

(.y H-/) (g? + .r — i) (a? -i-7 — 2) ■ ■ . H- 7 — n + 1 ) 

1 . 2 . 3 . . . yi 

Cela pose, concevons que les lettres , 

Cty C, . . . , pj {J ^ / , ... 

etant en nombre egal a a? + j', on les divise en deux groupes, de t( 
maniere que les lettres a, b, c, ... du premier groupe soient en nom] 
egal a x, et les lettres p, q, r. . . . du second groupe en nombre e 
a y. Parmi les combinaisons formees avec ces differentes lettres, 
unes renfcrmeront seulement des lettres prises dans le premier grou 
Le nombre des combinaisons de cette especc sera 

x(a; — 0(yr — 2) . . . (j: — // -h 1) 

1 . 2 . 3 ... /I 

D’autres renfermeront n — i lettres prises dans le premier groupe. 
une lettre prise dans lo second. On determinera facilement le nom 
des combinaisons do cette seconde especc, et Ton verra qn’il est eg: 

ar(. 2 ; — i) (cr — 2) . . . (yr — rt -H 2) y 
1 .2 . 3 . .. {/I — I ) I 

On trouvera de meme pour le nombre des combinaisons qui renl 
ment n — 2 lettres prises dans le premier groupe, et deux letl 
prises dans le second, 

.r( a: — i) (ar — 2) . , . ( .v — « -t- 3 ) r (f — 1 ) 

1 . 2 . 3 . ..(/i — 2) 1.2 ’ 

etc.; enfin, pour le nombre des combinaisons qui renferment set 
ment des lettres prises dans le dernier groupe, 

» 

yiy — 0 ( j • (y — 

1 . 2 . 3 . . . /i 

La somme des nombres des combinaisons de cliaque espece de'^ 
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reproduire le nombre total des combinaisons des;r-+-y lettres donnees 
prises nan, on en coiiclura 

f +,y) (.-r + j — i) ■ ■ ■ (j; — /t + i) 

I . 2 . 3 . . . rt 

xjx — . .(x — n H-'i) xjx — i) . . . {x — /« + 2 ) j 

1.2.3.. .rt I.2.3...(« — j) I 

— n + 3) y{y ~ r) 

1.2 (n — 2 ) 1.2 ■'"••• 

4 - - j'(j — — n + 2 ~) ,y(,r — i) ■ ■ ■ (r — n -n) 

I 1 . 2 . 3 — I ) 1 . 2 . 3 . . . n 

L’equation precedente, etant ainsi demontree pour le cas ou les va- 
riables a? et 7 obtiennent des valeurs entieres superieui’es a n, subsis- 
tera, cn vertu du theoreme II (§ II), pour des valeurs quelconques de 

ces variables, et la valour du produit (i) tiree do la meme equation 

sera 

(.r +7) (x -H y — f) . . . ( 4-7 — n -t- i) 

~.x{x — i)...{x~n-yi)-\-~x{x — i)...{x — n-^ 2 )y 
/i{n — I ) , 

Ta — — i) •••(•»-• — «-h 3)7 (7 — i) 

4 _ '1 _ i) . . . ( J _ rt a) 4-7(7 — I) . . . (y — « -+ i). 

Corollairel. — Si dans I’equation ( 2 ) on remplace x par —x ety 
par — y, on obtiendra la suivante : 

I . 2 . 3 ... /I 

— H- i) . . - (-y -f- /^ — t) x(x -h i) . . . (.r /i — 2 ) y 

[ . 2 . 3 . . . /I [ . 2 . 3 . . . Ai — 1 I 

xiiv - 1 - 0 . . . (j; -t- — 3) y{y- hi) 

1 . 2 . 3 . . . ( 2 ) 1.2 

f y(/ + 0 > . . (7 + /2 — 2 ) y{y 4 - 0 . . . (.K + /a — i) 

I 1 . 2 . 3 . . . ( n — I ) 1 . 2 . 3 . . . /i 

Corollaire IL — Si dans T^uation ( 2 ) on remplacc x par ^ et y 





I 
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par on trouvera 

1 ^ 2.4-6. . .(2rt) 

1 — 2) . . . (« — 2« + 2) a;(.r — 2)...(j: — 2 /t + 4 ) X 

; = 2 . 4 - 6 ... ( 2/0 2 . 4 . 6 ... ( 2 //. - 2 .) 2 


I a; r(y-- 2 )...(.y — 2// + 4’) , y(.r — ~ . 

\ "’"T '7^6...(2/t — 2) 2.4.6. . .(2/j) 

Corollaire III. — En developpant les deuxmembrcs del’equation (2), 


et ne conservant, de part et d’autre, que les termes dans lesquels la 
somme. des exposants des variables est egale a n, on obtiendra la for- 

mule 


{x-^yr 1 

1 t,2.3.../i t.a. 3 .../i. 1 .2.3. . .(/i — i) 1 

( 6 ) 


\ r- 

j 1 .2.3. ..(/).— 2) 1 .2 

1 y"“‘ 1 y" 

[ I 1 . 2 . 3 . . . ( /^ — I ) I . 2 . 3 . . . /i 


La valeur de {x j)" tiree de cette derniere formule ost precisemeni 

cello que fournit Ic binome de Newton. 

Les formules qu’on vient d’obtenir peuvent etro facilement ^ten- 
dues au cas oii Ton considere plus do deux variables; et la methodi 
qui nous a conduits a la solution du probleme I sc trouve egalemen 
applicable a la question suivante : 

ProclMe x,y, z, ... designanl des variables en nomhres qml 

conques, exprimer le produit 
^ ) (a: H- ,y -y .. --0 +.r + -+•••“ 2 )- 

en fonction des suivanls 

a;{x — 0 (^ ~ 2 ) • ■ • ‘ 

y{y — i){y — 2 ) . . . (y — //■ 

.J(S -l)(3 - 2 ). ..(--// +0, 



et de tons ceux qu’on peut en deduire en changeant la t^leur de n. 
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On commencera par resoudre le probleme dans le cas on y, z, ... 
designent des nombres entiers superieurs a n, en partant de ce prin- 
cipe que la fraction 

(a: -+-J + S + ... — + — 2 ). . .(a; -hy + z -f~. . . — « 4- 1 ) 

1 ,2.3. . ./I 

est egale au nombre des combinaisons que I’on peut former avec 
X -hy -h s -h. . . lettres prises n kn; puis on passera au cas oil les va- 
riables ,v, y, z, . . . deviennent des quantiles quelconques, en s’ap- 
puyant sur le theoreme III du § II. Lorsque Ton aura ainsi demontre 
la formule qui resout la question proposee, on en deduira sans peine 
la valour de la puissance 

(.r4-y-t-s 

On y parviendra, en effet, en developpant les deux membres de la for- 
mule trouvee, ct ne conservant de part et d’ autre que les termes dans 
lesquels les exposants reunis des variables as, y, z, . . . forment line 
sornme egale a n. 


OEuvres de C. — S. U, t. III. 


l3 
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CHIPITRE V. 


DfiTEHMINATION DES FONCTIONS CONTINUES d’uNE SEULE VARIABLE PROPRES A VfiRIFIER 

CERTAINES CONDITIONS. 


§ I. — Recherche d’une fonction conliniie formee de telle maniire que 
deux semblables fonctions de quantiles variables, etant ajoutees ou 
multipliees entre elles, donnent pour somme ou pour produit une fonc- 
tion semblable de la somme ou du produit de ces variables. 

Lorsque, au lieu de fonctions entieres, on con^;oit des fonctions 
quelconques, dont on laisse la forme entierement arbitraire, on ne 
peut plus reussir a les determiner d’apres un certain nombre de 
valeurs particulieres, quelque grand quc soit ce meme nombre; mats 
on y parvient quelquefois dans le cas oii Ton suppose connues cer- 
taines proprietes generates de ces fonctions. Par excmple, une fonc- 
tion continue de x, representec par pout etre complMemeni 

determinee lorsqu’elle est assujettie a verifier, pour toutes les valeurs 
possibles des variables x cty. Tune des equations 

(1) • (f{x-hj) = (c>{^)-ho(y), 

(2) ©(aJ-Hj) = 9(3;) X 9(7), 

OU bien, pour toutes les valeurs reclles et positives des memes 
variables, I’une des equations suivantes : 

( 3 ) 9(^77) = 9 (a;) + 9 (j), 

( 4 ) 9(077) = 9(d7) X 9(7). 

La resolution de ces quatre equations presente quatre problemes dif- 
ferents que nous allons trailer I’un apres Fautre. 
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PaOBLfiME I. — Determiner la fonction ^(^x) de maniere quelle reste 
continue entre deux limites reelles quelconques de la variable x, et que 
Von ait pour toutes les valeurs reelles des variables x ety 

(i) 9(a3-l-y) = (p(d;)-HQ(7). 

Solution. — Si dans requation (i) on remplace successivement y 
par y -h z, r- par 3 -f- on en tirera 

cp(a; 3 + M = (p(a:) H- 9(y) -+- 9(3) -H cp(«) H-. . ' 

quel que soit le nombre des variables x, y, z, u, si, de plus, on 
designe par m ce meme nombre, par a une constante positive, et quo 
Ton fasse 

la formule que I’on vient de trouver deviendra 

9 (ma) = m <p(a). 

Pour etendre cette derniere equation au cas oil le nombre entier m 
se trouve remplace par un nombre fractionnaire ^3 ou meme par un 
nombre quelconque p., on fera, en premier Ueu, 

• . m 

n 

Tnctn designant deux nombres entiers, et Ton en conclura 

/I <p(6) = m (p(a), 

puis, en supposant que la fraction ^ varie de maniere a converger 
vers un nombre quelconque p., et passant aux limites, on trouvera 


9(fi«) = P9(a). 
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Si maintenant on prend a = i, on aura, pour toutes les valours po 
lives de p., 

(5) fi9(i) 

el, par suite, en faisant converger p vers la limite zero, 

9(0) = 0. 

D’ailleurs, si dans I’equation (i) on pose x = [)., y — — on 
tirera 

9(— = 9 ( 0 ) — 9(f^) = — 9(0- 

L’equation (5) subsistera done lorsqu’on y changera p en — p. 1 
d’autres termes, on' aura, pour des valours quelconques positives! 
negatives de la variable x, 

(6) 9(d;) = a;9(i). 

11 suit de la formule ( 6 ) que toute fonction (f(x) qui, demeura 
continue entre des limites quelconques de la variable, verifie I’^qu 
tion (i), est necessairement de la forme 

( 7 ) <f>{x) = aa;, 

a designant une quantite constante. J’ajoute que la function axjoni 
des proprietes enoncees, quelle que soil la valeur de la constante 
En effet, le produit ax est, entre des limites quelconques de la v 
riable x, fonction continue de la variable, et, de plus, la suppos 
tion <p(a;) = ax change I’equation (i) en cette autre 

a{a: -h y) = ax -H ay, 

laquelle est evidemment toujours identique. La formule ( 7 ) fourr 
done une solution de la question proposee, quelle que soit la vale 
attribuee a la constante a. La faculte que Ton a de clioisir arbitrair 
ment cette constante lui a fait donner le nom de conslante arburah 

PaoBLiME 11. — Determiner la fonction (p (x) de manUre quelle ret 
continue entre deux limites reelles quelconques de la vanable x, et q 
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I’ on ait pour toutes les I'aleurs reelles des variables x el y 
( 2 ) o(.r+ 7 ) = (p(a7)9(7). 

Solution. — II est d’abord facile de s’assurer que la fonction 
assujettie a verifier I’eqnation (2), n’admet que des valeurs positives; 
et, en effet, si dans I’equation (2) on faity = x, on trouvera 

9(2a;)=r[cp(a;)]^• 

puis on en conclura, en ecrivantia; au lieu de x, 

9 (*) = [?(?•* )?• 

La fonction (p(a:) est done toujours equivalente a un carre, par conse- 
quent toujours positive. Cela pose, concevons que dans I’equation (2) 
on remplace successivement y pary H- 5, z par s-i-m, . . . , on en tirera 

9(d- -f-j -+-5 -i- «. . .) zr 9(a;) <p(y) 9(s) 9(«0- • 

quel que soit le nombre des variables x, y, z, u, Si, de plus, on 

designe par m ce meme nombre, par a une constante positive, et que 
Ton fasse 

x—y = z—u = ...= a., 
la formule que Ton vient de trouver deviendra 

9('««) = [9 (“)]'"• 

Pour etendre cette derniere formule au cas oil le nombre entier m 
so trouve remplace par un nombre fractionnaire ou meme par un 
nombre quelconque p, on fera, en premier lieu. 



main designant deux nombres entiers, et Ton en conclura 

[9(6)y=z [9(a)]'", 

( \ ^ 
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puis, en supposant que la fraction ^ varie de maniere a converger 
vers un nombre quelconque p., et passant aux limites, on trouvera 

Si maintenant on prend a = i, on aura pour toutes les valeurs posi- 
tives de p. 

(8) (j)(fA) = [<p(l)]l^ 

et, par suite, en faisant converger p. vers la limite zero. 


q(o) = I. 


D’ailleurs, si dans I’equation (2) on pose a? = p^, y = — p, on en con- 
clura 


<?(— f) = 


y(o) 




L’equation (8) subsistera done lorsqu’on y changera p en — p. En 
d’autres termes, on aura pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x 

(9) ?(■») = [?(i)F- 


11 suit de I’equation (9) que toute fonction <p(a;) propre a resoudre le 
second probleme est necessairement de la forme 


(10) o{ic)z=A.^, 

A designant une constante positive. J’ajoute qu’on pent attribuer a 
cette constante une valeur quelconque entre les limites o et ao. En 
effet, pour toute valeur positive de A, la fonction A® rcste continue 
depuis x = — co jusqu’a a? = -+- 00, et I’equation 


est identique. La quantite A est done une constante arbitraire qui 
n’admet que des valeurs positives. 
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Nota. — On pourrait arriver tres simplexnent a I’equation (9) do la 
maniere suivante. 

Si Ton prend les logarithmes des deux membres de I’equation (2) 
dans un systeme quelconque, on trouvera 

L(f{x -f-j)r=L(p(:r) -t-Lffl(j); 

et Ton en conclura (twie probleme 1) 

L o(a;) = a; L ® (i), 

puis, en repassant des logarithmes aux nombres 

(a(x) = [®(i)]^. 

Probleme III. — Determiner la fonction ©(as) de maniere quelle reste 
continue entre deux limites positives quelconques de la variable x, et que 
I on ait pour toutes les valeurs positives des variables x et y 

( 3 ) cf{xy) = !f,{T) + (f{y). 

Solution. — II serait facile d’appliquer a la solution du probleme III 
une methode semblable a celle que nous avons employee pour resoudre 
le premier; mais on arrive plus promptement a la solution cherchee 
en mettant I’equation (3), ainsi qu’on va le faire, sous une forme 
analogue a celle de I’equation (r). 

Si Ton designe par A un nombre quelconque et par L la caractefi^ 
tique des logarithmes dans le systeme dont la base est A, on aura, 
pour toutes les valeurs positives des variables x ety, 

X = A^^, y — A^>', 

en sorte que I’equation (3) deviendra 

<p(A‘-^ + Lr) = 

Comme, dans cette derniere formule, les quantites variables hx, Ly 
admettent des valeurs quelconques positives ou negatives, il en resulte 
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qu’on aura, pour toutes les valours reelles possibles des variables x 
ct y 

* ’ ffl(A®+^)=:(p(A*) + (p(A3'). 

On en conclura [voir le probleme I, equal. (6)j 


ot, par suite, 


<^(A®)=a’9(A') = ^ ®(A) 


ffl(A^'^) =:®(A)Lir, 


ou, ce qui revient au meme, 

(11) ®(a;) = 9(A) Lit^ 

II suit de laformule (i i) quo toute foiiction ©(a?), propre a resoudre 
le probleme III, est necessairement de la forme 

( 12 ) (^(x) — aL{x), 


a designant une constante. II est d’ailleurs aise dc s’assurer : i" que la 
constante a demeure entierement arbitraire, 2 ° que, en choisissant 
convenablement le nombre A, qui est lui-meme arbitraire, on peut la 
reduire a I’unite. 

Probleme IV. — Determiner la fonction 9(3?) de manUre qu elle reste 
continue entre deux limites positives quelconques de la variable x et que 
Von ait, pour toutes les valeurs positives des variables x et y, 

(4) 9 (377)=: 9 (a;) 9 (j). 

Solution. — II serait facile d’appliquer a la solution du probleme IV 
une methode serablable a celle que nous avons employee pour resoudre 
le second. Mais on arrivera plus promptement a la solution cherchde, 
si Ton observe que, en designant par L la caracteristique des loga- 
rithmes dans le systfeme dont la base est A, on peut mettre I’equation (4) 
sous la forme 

9(A‘‘^‘*‘^^) = 9(A*'*') 9( A*''^). 

Comme, dans cette derniere equation, les quantites variables L(a?), 
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L(y) admettront des valeurs quelconques positives ou negatives, il 
en resulte qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des va- 
riables X Q.ty, 

9(A^+y)=r.9(A®)9(A5'). 

On en conclura [voir le probleme II, equat. (9)] 


et, par suite, 


= [<p(A)]“ 

9(A''''*’) 3=: [ffi(A)]*''*'= 


ou, ce qui revient au meme, 

() 3 ) =. 


II resulte de I’equation (i3) que toute function oji(x), propre a re- 
soudre le probb^me IV, est necessairement de la forme 

(i4) 9(a;) — .r“, 

a designant une constante. II est d’ailleurs aise de s’assurer que cette 
constante doit demeurer entierement arbitraire. 

Les quatre valeurs dc (p(jK) qui satisfont respectivement aux equa- 
tions (i), (2), (3), (4). savoir 

acc, A^, aLx, 


ont cela de commun, que chacune d’elles renferme une constante arbi- 
trairc a ou A. On doiten conclure qu’ily a une grande difference entre 
les questions oil il s’agit de calculer les valeurs inconnues de certaines 
quantites et les questions dans lesquelles on se propose de decouvrir 
la nature inconnue de certaines fonctions d’apres des proprietes don- 
nees. En effet, dans le premier cas, les valeurs des quantites inconnues 
se trouvent fmalement exprimees par le moyen d’autres quantites con- 
nues et determinees, tandis que dans le second cas les fonctions incon- 
nues peuvent, comme on le voit ici, admettre dansleur expression des 
constantes arbitraires. 

i 4 . 


OM.u.vres de C. — S. Il, t. III. 
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§ II. — Recherche d’une fonction continue formee de telle maniere que, 
en multipliant deux semhlables fonctions de quantites variables et dou- 
blant le produit, on trome un resultat egal a celui quon obtiendrait 
en ajoutant les fonctions semblables de la somme et de la difference 
de ces variables. 

Dans chacun des problemes du paragraphe precedent, I’equation a 
resoudre renfermait, avec la fonction inconnue 9 (a;), deux autres 
fonctions semblables, savoir, 9(7) et 9(3; 4-7) ou 9(^77). Nous allons 
maintenant nous proposer un nouveau probleme du meme genre, mais 
dans lequel I’equation de condition, que la fonction 9(^7) doit verifier, 
renferme quatre fonctions semblables au lieu de trois. Voici en quoi il 
consiste : 

Probl6me. — Determiner la fonction 9(^7) de manUre quelle resle 
continue entre deux limites reelles quelconques de la variable x, et que 
I’ on ait, pour toutes les valeurs reelles des variables x et 7, 

(i) 9(j4-d7)4-cp(7 — a;) = 2 9(a7)9(7). 

Solution. — Si dans I’equation (r) on fait a? = o, on en tirera 


<p(0)=rl. 

La fonction (f(x) se reduit done a I’unite, pour la valeur particuliisre 
a7 = 0, et, puisqu’on la suppose continue entre des limites quelconques, 
il est clair qu’elle sera, dans le voisinage de cette valeur particuliere, 
tres peu differente de I’unite, par consequent positive. On pourra 
done, en designant par a un nombre tres petit, choisir ce nombre de 
telle maniere que la fonction 9(37) reste constamment positive entre 
les limites 

^ zz= o, X — a. 

Cela pose, il arrivera de deux choses Tune : ou la valeur positive de 
9(a) sera comprise entre les limites o et i, ou cette valeur sera s.up6- 
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rioure a I’unite. Nous aliens examiner successivement ces deux hypo- 
theses. 

Concevons d’abord que(f (a) aitune valeur comprise entre les limites 
o et I . On pouri'a representer cette valeur par le cosinus d’un certain 
arcO renferme entre les limites o, et poser en consequence 

®(a) COS0. 

De plus, si, dans I’equation (i) mise sous la forme 

9 ( J + «) = 2 © ( a;) 9 (7) — 9 (7 — J?), 

on fait successivement 

x — a, y — oc, 

x = a, y= 2a, 

^ a, y 3 a, 

-•••♦> > 

on en deduira Tune apres I’autre les formules 

Cfi( 2 a) — 2 COS -0 — I — cos 20 , 

9(3a) = 2 COS0COS20 — COS0 — cos30, 
cp(4<x) = 2 COS0 cos30 — COS20 cos4®, 

et en general, m designant un nombre entier quelconque, 

cf>(ma) = 2 COS0 cos(ot — i) 0 — cos(m — 2)6 = cosmO. 

J’ajoute que la formule 

9(ma) — cosm0 

subsistera encore, si Ton y remplace le nombre entier m par une frac- 
tion ou meme par un nombre quelconque p:. C’estcequeTon prouvera 
facilement, ainsi qu’il suit. 

Si dans I’equation (t) on fait a? = ^ a, 7 = ^a, on en tirera 
[,(i .)]■= = (cosi s)-, 

puis, en extrayant les racines positives des deux membres et obser- 
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vant que les deux fonctions cosx restent positives, la premifere 

entre les limites cc = o, x = cc, la seconde entre les limites a? = o, 
X = B, on trouvera 

9 (l «) = cos e. 

De meme, si dans I’equation (i) on fait 




on en tirera 


[Kr)]’ 


<p(o) + 91 - ) a IH- COS ; 


cos - t 9 ] ; 


puis, en extrayant depart et d’autre les racines positive 


s. 


<p(^^«j = COS^0. 

Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les 
formules 

la) rzcos-^, 


8 


8 


cp(^«)=.cos^0. 


et en general, n designantun nombre cntier quelconque, 


9 



— COS 


I 

2“ 


0. 


Si Ton opere sur la valeur precedente de sp aj pour on deduire cello 
de comme on a opere sur la valeur de ©(a) pour en deduire 

celle de !p(7?za), on trouvera 



-cos — 5; 


puis, en supposant que la fraction ^ varie de maniere a s’approcher 
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indefiniment du nombre jx, et passant aux limites, on obtiendra I’e- 
quation 

( 2 ) =r cosfji.0. 

Do plus, si dans la formule (i) on fait 

a; = ixa, y=o, 

on en conclura 


cp(— fioc) = [2 9(0) — i] 9(fia) = cosjjL0 = cos(— jj-B). 

L’equation (2) subsistera done lorsqu’on y remplacera p. par — [j:.. En 
d’autres termes, on aura, pour dcs valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable .x', 

( 3 ) 9(5:^) C 0 s 6 .f. 

Si dans cette derniere formule on change a; en -> elle donnera 

° a 


( 4 ) 


6 / 0 
9(ic) =:cos- a; = cos ( x 


La valeur precedente de 9(3;) est relative au cas oil la quantite posi- 
tive 9(a) reste comprise entre les limites o et i. Supposons maintt^- 
nant cette memo quantite sup6rieure a Tunite. 11 estfacile de voirque, 
dans cette seconde hypothese, on pourra satisfaire parune valeur posi- 
tive de r a I’equation 

11 suffira, en effet, de prendre 

/• = 9(a)-|- j[9(a)]*“— ijL 

Cela pose, si dans I’equation (i) on fait successivement 

x=:a, y~tx, 
x = cc, y=2<x, 
y—.3<x, 
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on en decluira Tune apres I’autre les formuies 


9 ( 2 «) 


1 

2 


('■ r-) 



q(3(x) 


1 

2 



9(4a): 


I 

- I /• 



I 





et on general, m designant un nombre entier quelconquo. 


cp ( /?z a ) 


1 

2 



I 






J’ajoute que la formulc 


subsistera encore, si Ton y remplace le nombre entier m par une fraC’ 
tion, ou memo par un nombre quelconque (jl. C’est ce que Ton prou- 
vera facilement, ainsi qu’il suit. 

Si dans I’equation (i) on fait ce — -* a, y = ja, on en tirera 






4V 
r -J ; 


puis, en extrayant les racines positives des deux membres, et en ob- 
servant que la fonction reste positive entre les limites x = q, 
X = cc, on trouvera 





;• 


1 

■y 


). 


De meme, si dans I’equation (i) on fait 


■Ct, 


y- 


■ oc, 


on en tirera 

b 


<p(o) -h- 9 ( ~ a 
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9 ["j a') = - (r‘ 4- /• ‘). 
\4 / 2 


Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les 
form u les 




et en general, n designant un nonibre entier quelconque, 


Si Ton operc sur la valeur precedente de pour en deduire 

celle de commc on a opere sur la valeur de cp(a), pour en 

deduire celle :p(ma), on trouvera 


puis, on supposant que la fraction varie de maniere a s’approcher 
indefmiment du nombre [a, et passant aux limites, on obtiendra I’equa- 


(plpa) = - (re-e r e). 


De plus, si dans la formule (i) on fait 


X = \).cc, 7 — 0 , 


on en conclura 


cp(— pa) = [29(0) — i] 9(p«) = - {t-v- + rV-). 
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L’equation ( 5 ) subsistera done, lorsqu’on y remplacera [x par — p. En 
d’autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x, 

(6) cp(acr) — “ 7'“^). 

Si dans cette derniere formule on change x en elle donnera 

(7) <p(a-) = i(/-5+ /■““). 

Q 

Lorsqu’on fait, dans I’equation ( 4 ), ± -=a, et, dans I’equation (7), 

±: - 

r “ = A, CCS equations prennent respectivement les formes sui- 
vantes : 

( 8 ) <f{x) — cosax, 

(9) = ^(A“-h A-*). 

Si done Ton designe par a une quantite constante, et par A un 
nombre constant, toute fonction qui, demeurant continue entre 
des limites quelconques de la variable, verifiera I’equation (i), sera 
necessairement comprise sous Tune des deux formes qu’on vient de 
rapporter. II est d’ailleurs facile de s’assurer que les valeurs de 9(3;) 
fournies paries equations (8) et (9) resolvent la question propos6e, 
quelles que soient les valeurs attribuees a la quantite «etau nombre A. 
Ce nombre et cette quantite sont done deux constantes arbitraires, 
dont Tune ne pent admettre que des valeurs positives. 

D’aprfes ce qu’on vient de dire, les deux fonctions 

cosax, ^(A*h-A“®) 

ont la propriete commune de satisfaire a I’equation (1), ce qui etablil 
entre elles une analogie remarquable. L’une et I’autre de ces deu> 
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fonctions se reduisent encore a I’unite pour a: = o. Mais line diffe- 
rence essentielle entre la premiere el la seconde, c’est que la valeur 
numerique de la premiere esf constamment au-dessous de la limite i, 
lorsqu’elle n’atteint pas cetfe limite; tandis que, dans la meme liy- 
pothese, la valeur numerique de la seconde est constamment au- 
dessus. 


I 
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CHAPITRE Vi: 

DES SfiRIES CONVERGENTES ET DIVERGENTES. RAGLES SUR LA CONVERGENCE DES SERIES. 
SOMMATION DE QEELQUES SfiRtES CONVERGENTES. 


§ I. — Considerations generates sur les series. 

On appelle serie une suite inclefinie de quantiles 

^o> • • • 

qui derivent les unes des autres suivant une loi determinee. Ces quan- 
tiles elles-memqs sont les difTerents termes de la serie que Ton consi- 
dere. Soil 

Sfi ■+" H~ ^2 ^^n-~ 1 

la somme des n premiers termes, n designant un nombre entier quel- 
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s^ 
s’approche indefiniment d’une certaine limite s, la serie sera dite con- 
vergente, et la limite en question s’appellera la somme de la serie. Au 
contraire, si, tandis que n croit indefiniment, la somme ne s’ap- 
proche d’aucune limite fixe, la serie sera divergente et n’aura plus de 
somme. Dans I’un et I’autre cas, le terme qui correspond a I’indice n, 
savoir sera ce qu’on nomme le terme general. 11 suffit que Ton 
donne ce terme general en fonction de I’indice n, pour que la serie soil 
completement determinee. 

L’une des series les plus simples est la progression geometrique 

I , Xy X^ ^ , 

qui a pour terme general cd‘, c’est-a-dire la puissance de la quan- 
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tite X. Si dans cette serie on fait la somme des n premiers termes, on 
trouvera 

I 

I 4- ^ -h H- . . . -h ^ — ! 

I — x r — X 

et, comme pour des valeurs croissantes de n, la valeur numerique de 
la fraction converse vers la limite zero, on croit an dela de toute 

1 — X ® 

limite, suivant qu’on suppose la valeur numerique de x inferieure ou 
superieureal’unite, on doit conduce que, dans la premiere hypothese, 
la progression 

1 yy» /y»2 /y>3 

y oC y c-C y y • • • 

est une serie convergente qui a pour somme tandis que, dans la 

seconde hypothese, la memo progression est une serie divergente qui 
n’a plus de somme. 

D’apres les principes ci-dessus etablis, pour que la serie 

(') "o, »1, “s, •••. ••• 

soit convergente, il est necessaire et il suffit que des valeurs crois- 
santes de n fassent converger indefiniment la somme 

vers une limite fixe^; en d’autres termes, il est necessaire et it suffit 
que, pour des valeurs infiniment grandes du nombre n, les sommes 

different de la limite s, et par consequent entre elles, de quantites infi- 
niment petites. D’ailleurs, les differences successives entre la premiere 
somme et chacune des suivantes sont respectivement determinees 
par les equations 

•^ 4-+-2 > 

'^//-f-3 2> 


Done, pour que la serie (i) soit convergente, il est d’abord necessaire 
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que le terme general decroisse indefiniment, tandis qne « augmente ; 
mais cette condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour des va- 
lours croissantes de n, les differentes sonames 

n 1 j 


c’est-a-dire les sommes des quantites 

prises, a partir de la premiere, en tel nombre que Ton voudra, finis- 
sent par obteiiir constamment des valeurs numeriques inferieures k 
toute limite assignable. Reciproquement, lorsque ces diverses condi- 
tions sont remplies, la convergence de la serie est assuree. 

Prenons pour exemple la progression geometrique 

(a) I, a;, x^, 

Si la valeur numeriquc de x est superieurc a I’unite, celle du terme 
general a;" croitra indefiniment avec n, et cette seule i*emarquc sufiira 
pour constater la divergence de la serie. La serie sera encore diver- 
gente si Ton suppose x ~±ii, parce qu’alors la valour numerique du 
terme general x", se reduisant a I’unite, ne decroitra pas indefiniment 
pour des valeurs croissantes de n. Mais, si la valeur numerique de x 
est inferieure a I’unite, les sommes des termes de la serie pris a partir 
de a;" on tel nombre que Ton voudra, savoir ; 

a-S 

a?" -I- a;""*"' = x” , 

• I — X 

I 

I — a; 


se trouvant toutes comprises entre les limites 


I 


JC 
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cliacune d’elles deviendra infiniment petite pour des valeurs de n 
infiniment grandes; et par suite la serie sera convergente, ce que Ton 
savait deja. 

Prenons pour second exemple la serie numerique 


( 3 ) 



I I 

3’ 4 ’ 


I r 

. . j ; 

n /i I 


Le terme senei’al de cette serie, savoir — ^ , decroit indefiniment k 

« « 4- I 

mesure que n augmente, et cependant la serie n’est pas convergente ; 
car la somme faite du terme — “ et de ceux qui le suivent jusqu’au 
terme — inclusivement, savoir 

2 n 


i I 

H- 

/I —1— 1 ft -"I— 2 



I 

2 n 


reste constamment superieure, quel que soit n, au produit 


I I 

2 n 2 ^ 


et par suite cette somme ne decroit pas indefiniment pour des valeurs 
croissantes de«, ainsi que cela aurait lieu si la serie etait convergente. 
Ajoutons que, si Ton designe par la somme des n premiers termes 
de la serie (3), et par 2 '" la plus haute puissance de 2 renfermee dans 
7i ■+• I , on trouvera 



et, a fortiori, 


> I H ^ 

2 



m 

2 


On en conclura que la somme s„ croit indefiniment avec le nombre 
entier m, et par consequent avec n, ce qui est une nouvelle preuve 
de la divergence de la serie. 
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Considerons encore la serie numerique 


(4) 


7’ 


I I 

, , 

r .2 1.2.3 


[ . 2 . 3 . . . /^ 


Les termes de cette serie, qui occupent un rang superieur a n, savoir 

I I I 

I , 2 . 3 . . . /I ’ I . 2 . 3 . . . /i ( /^ -h J ) ’ I . 2 . 3 . . . ( /^ -h I ) ( /i -h 2 ) ’ ^ 

seront respectivement inferieurs aux termes correspondants de la pro- 
gression geometrique 


1 . 2 . 3 . . . /i 1 . 2 . 3 . . . /i n 


. 2 . 3 . . . /i - 


Par suite, la somme des premiers termes pris en tel n ombre que Ton 
voudra sera toujours inferieure a la somme des termes correspondants 
de la progression geometrique, qui est une serie convcrgente, et a 
plus forte raison, a la somme de cette progression, c’est-a-dire a 

I I I I 

J . 2 . 3 . . . /^ 1 X . 2 . 3 . . . ( /^ — 1 ) /^ — I 

I ^ 

tl 


Comme cette derniere somme decroit indefiniment a mesure que n 
augmente, il en resulte que la serie (4) est elle-meme convergente. On 
est convenu de designer par la lettre e la somme de cette serie. En 
ajoutant les n premiers termes, on obtiendra, pour valeur approchee 
du nombre e. 


I -4- 



I 

1.2.3 


[ . 2 . 3 . . . ( — X ) ’ 


et, d’apres ce qu’on vient de dire, I’erreur commise sera inferieure au 
produit du n’*™® terme par ■ - ^ ^ • Ainsi, par excmple, si Ton suppose 
« . = 1 1 , on trouvera pour la valeur approchee de e 

(5) e — 2,71828(8. . . ; 


et I’erreur commise dans cette hypo these sera inftrieure au produit 
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— ) c’est-a-dire a oc-oo — > ph 
lo 36280000 


cle la fraction 9-7-c-c — o par 

sorte qu’elle n’alterera pas la septieme decimale. 

Le nombre e, determine comme on vient de le dire, sera souvent 
employe dans la sommation des suites et dans le Calcul infinitesimal. 
Les logarithmes pris dans le systeme qui a ce nombre pour base s’ap- 
pellent neperiens, du nom de Neper, inventeur des logarithmes, ou 
hyperboliques, parcc qu’ils servent a mesurcr les diverses parties de 
I’aire comprise entre I’hyperbole equilatere et ses asymptotes. 

On indique generalement la somme d’unc serie convergente par la 
somme dc ses premiers termes suivie de points. Ainsi, lorsque la serie 


«0, «1. «2> «3. • ■ • 

est convergente, la somme de cette serie est representee par 

f/q 4- -f- 4/3 fig . 


En vertu de cette convention, la valeur du nombre e se trouvera deter- 
minee par I’equation 


( 6 ) 


e ~ 


I I 

, I _1 ^ 

J 1.2 


.2.3 


.2.3.4 


et, si Ton considere la progression geometrique 

I /Y* 

y tX/ y ^ y » m y 


on aura, pour des valeurs numeriques de x inferieures a I’unite, 

( 7 ) I -h X X^-\- 

^ I — X 

La serie 

Uq, Wj, W3, 

etant supposee convergente, si Ton designe sa somme par s, et par 
la somme de ses n premiers termes, on trouvera 

S ziz Uq-{- ffj + f/ 2 “H . . . -h If n-i ■+■ -h . . • — .9/^ “+-■ W/j H~ n~\-l ■+"••• 

et, par suite, 

S — Sjt = Un 4 - Un+i 4 “ . . . . 
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De cette derniere equation, il resulte que les quantites 


formeront une nouvelle serie convergente dont la somme sera equiv 
lente ai- — Si I’on represente cette naeme somme par r„, on aura 

S S;l -f- ^ /I J 

et sera ce qu’on appelle Ic reste de la serie (i) a partir ( 

^ieme 

Lorsque, les termes de la serie (i) renfermant une meme variable . 
cette serie est convergente, et ses differents termes fonctions con 
nues de os, dans le voisinage d’une valeur particuliere attribuee 
cette variable, 

sont encore trois fonctions de la variable x, dont la premiere est 6' 
demment continue par rapport a x dans le voisinage de la valeur p£ 
ticuliere dont il s’agit. Cela pose, considerons les accroissements q 
regoivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croitre x d’une quanti 
infiniment petite a. L’accroissement de sera, pour toutes les valer 
possibles de n, une quantite infiniment petite ; et celui de r„ deviend 
insensible en meme temps que r„, si Ton attribue a n une valeur ti 
considerable. Par suite, I’accroissement de la fonction s ne poui 
etre qu’une quantite infiniment petite. De cette remarque on dedi 
immediatement la proposition suivante : 

TuEORfeME I. — Lorsque. les differents termes de la serie (i) sont i 
fonctions d’une mime variable x, continues par rapport a cette varin 
dans le voisinage d’une valeur particuliire pour laquelle la sdrie est ci 
vergente, la somme s de la serie est aussi, dans le voisinage de cette valt 
particuliire, fonction continue de x. 

En vertu de ce theoreme, la somme de la serie ( 2 ) devra rest 
fonction continue de la variable. a?, entre les limites x = — \ , x = 
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ce qu’on peut verifier a I’inspection de la valeur de s donnee par 
I’equation 

I 

I — a; 


§ II. — Des sdries doni tons les termes sont positifs. 

Lorsque la serie 

(l) Ua, Uu Hi, ..., ... 

a tous ses termes positifs, on peut ordinairement decider si elle est 
convergente ou divergente, a I’aide du tlieorfeme suivant : 

TiiEORfeME I. — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, 

1 

tandis que n croit indefinirmnl, V expression et ddsignez par k la 

plus grande de ces limites, ou, en d’autres termes, la limite des plus 
grandes valeurs de V expression dont il s’ agit. La serie (i) sera conver- 
gente si I’on ak<C,i, et divergente si I’ on ak'^x. 

Demonstration. — Supposons d’abord i, et choisissons a volonte 
entre les deux nombres i et ^ un troisifeme nombre U, en sorte qu’on 
ait 

A:<U<i. 

n venant a croitre au dela de toute limite assignable, les plus grandes 
1 

valeurs de (««)" ne pourront s’approcher indefiniment de la limite k, 
sans finir par etre constamment inferieures a U. Par suite, il sera pos- 
sible d’attribuer au nombre entier n une valeur assez considerable 
pour que, n obtenant cette meme valeur ou une valeur plus grande 
encore, on ait constamment 

(«)”<U, «„<U". 

Il en resulte que les termes de la serie 

iZ-O, ZZi, U<iy •••> ••• 

OMuvres de C. — S. It, t. III. 1 6 
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finirontpar etre toujours inferieurs aux termes correspondants de 1; 
progression geometrique 

I, U, U% U", U«+', U"+^ 

et, comme cette progression est convergcnte (a cause de U •< i), oi 
peut, de la remarque precedente, conclure, a fortiori la convergenc 
de la serie (i). 

Supposons; en second lieu, kf> i, et placons encore entre les deu: 
notnbres i et^ un troisiemc nombre U, en sorte qu’on ait 

/,>U>i. 

Si n vient a croitre au dela de toute limite, les plus grandes valeur 
1 

de (««)", cn s’approcliant indeliniment de k, liniront par deveni 
superieures a U. On pourra done satisfaire a la condition 

(««)"> u 

ou, ce qui revient au menie, a la suivante 

par des valeurs de n aussi considerables quo Ton voudra; etpar suite 
on trouvera dans la serie 

un nombre indefmi de termes superieurs aux termes correspondani 
de la progression geometrique 

I, U, W, U'S .... 

Comme cette progression est divergente (a cause de U > i), et qu’e 
consequence ses differents termes croissent a I’inlini, la remarqi 
que Ton vient de faire suffira pour etablir la divergence de la serie ( i 
Dans un grand nombre de circonstances, on peut determiner 
valeur dela quantite k a I’aide du theoreme IV (Chap. II, § III). K 
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clfet, en vertu de ce tlieoreme, toutes les fois que le rapport con- 
vcrgera vers une limite fixe, cette Umite sera precisement la valeur 
de k. On peut done enoncer la proposition suivante : 

Th6or£me II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, le rapport 

comerge 7 .wrs une limile fixe la serie(i) sera comer gente toutes les fois 

qae I' on aura k<C^\ , et dwer gente toutes les fois que Uon aura kf>\. 

Concevons, par exomple, que Ton considere la serie 

III t 

I _ j ) ^ 5 ) • * • 5 5 • » ' : 

1 1.2 1 . 2.3 1.2,0. . ,n 

on trouvera 

UfH~i L'3’ ^ ‘ o 

I . 2 . 3 . ..«(« -h l) “ CO “ ’ 

ot par consequent la serie sera convergente, ce que Ton savait deja. 

Le premier des deux th^oremes qu’on vient d’etablir ne laisse d’in- 
certitude sur la convergence ou la divergence d’une serie dont tous 
les termes sont positifs, que dans le cas particulier oil la quantite 
representee par k devient egale a I’unite. Dans ce cas particulier, il 
n’est pas toujours facile de decider la question. Toutefois, nous allons 
demontrer ici deux nouvelles propositions a I’aide desquelles on peut 
souvent y parvenir. 

Tiitouto III. — Lorsque, dans la sdrie (i), chaque terme est in/eneur 
d celui qui le precede, cette sene et la suivante 

( 2 ) Wo, 2 «i, 4 “ 3 > 8 ^ 7 , i 6 mi 5 , ... 

sont en mime temps comergentes ou divergentes. 

Demonstration. — Supposons d’abord la serie (i) convergente, et 
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designons sa soinme par s. On aura 

Mo, 

3Mi= 3 Ml, 

4m3< 2M2H- 2 Mo, 

8 M, < 2 Mo -H 2 Mj + 2 Mo + 3 M,, 


et par suite la somme des termes de la serie (2), pris en tel nombre 
que Ton voudra, sera inferieure a 

«0-(- 2 M, -t- 2 Mj-l- 2M3-H 2 M4-I- . . . = 25 — Mq. 

II cn resulte que la serie (2) sera convergente. 

Supposons, en second lieu, la serie (i) divergente. La somme d( 
ses termes, pris en tres grand nombre, finira par surpasser toute limitc 
assignable; et, comme on aura 

Uq nr iiQy 
2^1 > 

4 ^3 ^^3 ^^4 H“ ^^5 ■+* ^^9 

8 m, > MjH- M 8 + M 3 + Mio-}- M, 1 + M, 2 + Mi 3 + Mu, 


on devra conclure que la somme des quantites 

Mo, 2Mi, 4*^3, 8«7, •••, 

prises en trfes grand nombre, finit elle-meme par devenir superieure i 
toute quantite donnee. La serie (2) sera done alors divergente, con 
formement au theoreme enonce. 

Corollaire. — Si pour la serie (i) on prend la suivante 

,j. Ill 

w 4?’ ■■■’ 

[A designant une quantite quelconque, la serie (2) deviendra 

I, 2*-^ 4‘-^ 8‘-^ 
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Cette derniere est une progression geometrique, convergente lors- 
qu’on suppose p.>i, et divergente dans le cas contraire. Par suite, 
la serie (3) sera elle-mme convergente si p. est.un nombre superieur 
a I’unite, et divergente si Ton a [x = i ou p.<i. Par exemple, des 
trois series 


(4) 

(3) 

(6) 



la premiere sera convergente et les deux autres divergentes. 


Tii^ORtiME IV. — Supposons que I’ on ddsigne par L la caracteristique des 
logarithmes dans un systeme quelconque, et que, pour des valeurs crois- 
santes de n, le rapport 


L(««) 



converge vers une limite finie h. La serie ( r) sera convergente si Von a 
h'y>i, et divergente si Von a A i . 

Demonstration. — Supposons d’abord et choisissons a volonte 

entre les deux quantites i et h une troisieme quantite a, en sorte qu’on 
ait 

/i > a > I . 


Le rapport 


ou son egal 



h{n) 


? 


finira par etre, pour de trfes grandes valeurs de n, constamment supe- 
rieur a la quantite a. En d’autres termes, n venant a croitre au dela 
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d’une certaine iimite, on aura toujours 


L(rt) 


> a 


ou, ce qui revient au meme. 


'( 77- ) >«L(/i), 

\ J 


et, par suite, 


< ~a 


II en resulte que les termes de la serie (1) finiront par etre const 
ment inferieurs aux termes correspondants de la suivante 


2“’ 3“’ 4'*’ 


(n 1)" 


et, comme cette derniere sera convergente (a cause de «■>[)', 
pourra de la remarque precedente conclure a fortiori laconvergenc 
la serie (i). 

Supposons, en second lieu, A< i, et plagons encore entre les qi 
tites I et h une troisieme quantite a, en sorte qu’on ait 


h <^a <i\. 


On finira par avoir constamment, pour de tres grandes valeurs de r 


L{n) 


<a 


ou, ce qui revient au meme. 


< ah{n). 


. u„ 

I _ I 


et, par suite, 

II en resulte que ies termes de la serie (i) finiront par Mre cons 


< «„ > * 
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III I 1 

2®’ 3“’ 4“' ' ’ 

ot, comme cette dernifere sera divergente (a cause de a< i), on pourra 
de la remarque qu’on vient de faire conclure a fortiori la divergence 
de la serie (i). 

Etant donnees deux series convergentes dont tous les termes sont 
positifs, on peut, en ajoutant ou multipliant ces memes termes, former 
line nouvelle serie dont la somme resulte de I’addition ou de la multi- 
plication des sommes des deux premieres. Nous etablirons a ce sujet 
les deux theoremes suivants : 

TuEORfiME V, — Soient 

! Wo) ^^2) • • • > » 

(^0, .*• 

(hux series con^ergenteSy qui, uniquemeni composees de termes positifs, 
aient respectwement pour sommes s et s' : 

sera line nomelle serie comergentey qui aura pour somme s s'. 
Demonstration, — Si Ton fait 

=1 Wo +• H- ^^2 • • • + 

s\^ zr: (^0 4 - 4 - (^2 + ^n -u 

Sn et convergeront respectivement, pour des valeurscroissantes de n, 
vers les limites s et /. Par suite, + c’est-a-dire la somme des 
n premiers termes de la serie (8), convergera vers la limite s + s\ ce 
qui suffit pour etablir le theor^jme enonce. 

Tukorkme VI. — Les mSmes choses etant posees que dans le theoreme 
precedent, 

( Uq Vq, Uq Pj 4- Ui Vq, Uq p 2 + Ml Pi 4- Po> 

( 9 ) ) 

( . . . , Mo P/t 4- Ml P,J_1 4- • • • -e U,^-l Pi 4- U/i pQy • ♦ • 

sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour somme ss\ 
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Demonstration. — Soient toujours s^, les sommes des n premiers 
termes des deux series (7), et designons en outre par 4 la somme des 
n premiers termes de la serie (9). Si Ton represente par m le plus 
grand nombre entier compris dans ~ c’est-a-dire — ~ lorsque n 
est impair, et - — - dans le cas contraire, on aura evidemment 


«o(’o+ (Wot'tH- -!-• • •+ («o <’«-!+ (V-2+ • • ■ -r- ««-l f’o) 

M/J-I ) ( (’0 + (’1 -f- . . . 4- (’,,— 1 ) 

et 

>(«„+ Mi-W. . .4- J<,„) ( ('o 4 - ('1 4^... 4- 

ou, en d’autres termes, 

et 

Concevons maintenant que Ton fasse croitre n au dela de toute limite. 
l^e nombre 

/I ^ - 1 — 1 

/6 ^ 

m z=z ^ ± 

2 


croitra lui-meme indefiniment, et les deux sommes s^, s,„+, conyerge- 
ront vers la limite s, tandis que 4 et convergeront vers la limite s'. 
Par suite, les deux produits ^„ 4 ' somme 4 comprise 

entre ces deux produits convergeront vers la limite ss', ce qui suffit 
pour etablir le theorfeme VI. 


§ HI. — Des series qui renferment des termes positifs 
et des termes negatifs. 

Supposons que la serie 

(0 (^2, • • •, • ' • 

se compose de termes, tantot positifs, tantot negatifs, et soient respec- 
tivement 


(2) 


Po> Pl» P2> • • • } p/i? 


129 


PREMifiRE PARTIE. — CHAPITRE VI. 
les valeurs aiimeriques de ces memes termes, en sorte qu’on ait 

^^2'~±p2, w,^ = ±:p,^, 

La valeur numerique de la somme 

Hi) -h -h Mo -f- . . . 4- 

no pouvant jamais surpasser 

p,) -H pi + P2 + . . . -i- p„_,, 

il on resulte, quo la convorgenco de la serie (2) entrainera toujours 
cello de la serie (i). On doit ajouter quo la serie (1) sera divergente, si 
quelques termes de la serie (2) finissent par croitre au delii de toute 

limit(^ assignable. Co dernier cas 'se presente lorsque les plus grandes 

1 

valours de (pii)" convergent, pour des valours croissantes de n, vers 
line limite superioure a I’unite. Au contraire, lorsque cette limite 
dovient inferieure a I’unite, la serie (2) est toujours convergento. On 
|)out,, on consequence, enoncer le theoreme suivant : 

TiiEOafcMR I. — Soil p„ la valeur numerique du terme general de la 

sene (i), el designons par k la limite vers laquelle convergent, tandis 

i 

que n crolt inddfiniment, les plus grandes valeurs de V expression (p„)". 
La serie ( i ) sera convergenle si I’ on a ^ i , et divergente si Von a 

/:> I. 

Lorsque la fraction c’est-a-dire la valeur numerique du rapport 
P« 

> convergera vers une limite fixe, cette limite sera, en vertu du 
theoreme IV (Chap. II, § III), la valeur cherchee de k. Cette remarque 
conduit a la proposition que je vais ecrire : 

Theoreme II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, la valeur nutne- 
rique du rapport 

Un 

comer ge vers une limite fixe la sene (i) sera comer gente loutes les fois 

que I on aura et dwer gente loutes les fois que Von aura k^ \ , 

OEavres de C. • — S. 11, t. III. ^7 
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Par exemple, si Ton considers la serie 


on trouvera 


I I 

J, ? H 5 

J 1.2 


r . 2 . 3 


~h. . 


i__ ^ 

U,f_ I 


A' — 


I 

00 


“ o; 


d’oii il resulte que la serie sera convorgente. 

Le premier des deux theoremes qu’on vient d’etablir ne laisse d’i 
certitude sur la convergence, ou la divergence d’une serie que dans 
cas particulier oil la quantite representee par k devient egale a I’unil 
Dans ce cas particulier, on peut quelquefois constater la convergen 
de la serie proposee, soil en s’assurant que les valeurs numeriques 
ses differents termes torment une serie convorgente, soiten ayantega 
au tlieoreme suivant : 

TuEORfiME III. — Si dans la serie (i) la valeur numeriqiie du ten 
general decroit conslarnment el indefiniment, pour des valeurs crc 
sanies de n, si de plus les differenls termes sont alternalivemenl positi/s 
negatifs, la sdrie sera corner genie. 

Considerons, par exemple, la serie 


( 3 ) 


t I 

2 3 


I 

~ 3 

n 


La somme des termes dont le rang surpasse n, si on les suppose pris 
nombre egal a m, sera 


I a 2 M -H 3 /i -h 4 n -i~ ni 

Or la valeur numerique de cette somme, savoir 


I 


I 


I 


-h I /i -h 2 /^ -h 3 /^ -H 4 

I / I I 


\AH -2 n 6 

I I \ / I 


ft H— 4 "i" ^ 


-4- I /l-f- 2 




J \ -h 3 /I 4- 4 / \ /I 4- 5 n-h 6/ 
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etant evidemment comprise entre 

» 1 I 

« -(- I /i -H J /^ -h 2 ’ 

decroitra indefiniment pour des valeurs croissantes de n, quel que 
soil m, ce qui sulFit pour etablir la convergence de la serie proposee. 
Les memes raisonnements peuvent evidemment s’appliquer a toutes les 
series de ce genre. Je citerai, entre autres, la suivante 


laquelle, en vertu du theoreme III, restera convergente pour toutes les 
valeurs positives de pi. 

Si dans la serie (4) on supprimele signe — devantchacun des ternies 
de rang pair, on obtiendra la serie (3) du § II, qui est divergente toutes 
les Ibis que Ton suppose pL=:i ou Par suite, pour transformer 

une serie convergente en serie divergente, ou reciproquement, ilsullit 
quelquefois do changer les signes de certains termes. Au reste, cette 
remarque ('st uniquement applicable aux series pour lesquelles la 
quantite designee par k dans le theoreme 11 se reduit a I’unite. 

Etant donnee une serie convergente dont tous les termes sontposi- 
tifs, on ne pent qu’augmenter la convergence en diminuant les valeurs 
numeriques de ces memos termes, etchangeantles signes de quelques- 
uns. II ('.st bon d’observer qu’on produira ce double effet si Ton mul- 
tiplie chaque terme par un sinus ou par un cosinus, et cette observation 
suffit pour etablir la proposition suivante : 

TiiEORfiME IV. — Lorsque la serie 
(a) po, pi, P’J •••, Pn, 

uniquement formee de termes positifs, est convergente, chacune des sui- 
vantes 

I p„ cos 00 , piCOs6i, piCOsSi, ..., p„cos0,„ ..., 

( ^ ^ 

( poSin0o> pisin0i, pasiri^^, p^^sin^z,, ... 
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Vest pareiUement, quelles que soient les valeurs des arcs 0„, 0,, 0,, 

0„, .... 

Corollcdre. — Si Ton suppose generalement 

6 designant un arc quelconque, les series (o) deviendront respecti- 
vement 

j P,I, P,COS0, p2COS20, p,;COSrt9, 

(6) ) 

I pisin0, pssinaS, p„sin«0, .... 

Ces deux dcrnieres seront done toujoiirs convergentes en meme temps 
que la serie ( 2 ). 

Si Ton considfere a la fois deux series dont chacune renferme des 
terincs positifs et des termes negatifs, on demontrera facilement k leur 
egard les theorfemes V et VI du § II, ainsi qu’on va le voir. 

XnEORfiME V. — Soient 

( a I ) . • * , W;,, * * • , 

(7) ) 

( e„, t’j, e,, v„, ... 

deua; series convergentes qui aient respectivement pour sommes s et s ' ; 

(^) Co, Mj-l- Cj, (’2, - • U„-\- ... 

sera une nouvelle serie corner genie, qui aura pour somme s s'. 

Demonstration. — Si Ton fait 


Sji — Uq-\- Wj H- i/2 — 

s\^ ” <’o -H f-’i 4- ('2 -f* . . . -i- , 

s„ et convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes 
de n, vers les limites s et s'. Par suite, e’est-a-dire la somme 

des n premiers termes de la serie (8), convergera vers la limite v + ^', 
ce qui sufEt pour etablir le theoreme enonce. 

TmioRfeME VI. — Les m^mes choses etant posies que dans le theoreme 
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precedent, si chacune des series (^) reste comer gente, lorsqiion reduit 
ses differents termes d leurs valeurs numeriques. 


( 9 ) 


I «o‘’o. 

I noi’,+ u,(’o, 



F “o<'n •+- «r <’n-i -H . . . H- M,J_1 + U„ 


sera une. nouvelle sdrie comer gente, qui aura pour somme ss' . 

Demonstration. — Soient toujours les sommes des n premiers 
termes des deux series (y), et designons en outre par a” la somme des 
n premiers termes de la seric (9). On trouvera 

■‘'ll 1 <’n- 1 ( U ,,- j +■ Un—i ''/i— i ) + •■• 

H-FFjj—jej + . . . -t- iij l’«-2 + *’n — 1 )• 

De plus, le theoreme VI ayant ete demontre dans le second paragraphe 
pour le cas ou les series (7) ne renferment que des termes positifs, il 
en resulte que, dans cette hypothese, chacune des quantites s„s'„, a" 
converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite ss', et par 
suite la difference a„a', — a", ou, ce qui revient au meme, la somme 

Un-I e,j_i + ( Un-I + Un- 2*’a~l )+••• 

-I- • • . 4- F<2 e„_2 + tFi 


vers la limite zero. 

Concevons maintenant que, les termes des series (7) etant les uns 
positifs et les autres negatifs, on designe respectivement par 


f 10) 


I po, Pu Psj • ■ ■ > P«> • • • ’ 

( Po> Pl> Ps> ■ • P'f 


les valeurs numeriques do ces differents termes. Supposons de plus, 
conformernent a I’enonce du theoreme, que les series (10), composees 
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de ces memes valeurs numeriques, soient toutes deux convergentes. 
En vertu de la remarque qu’on vient de faire, la somme 

■+■ (P«-lPn-2“l” P«-2P/;-l )-+-••• 

H-(P«-|P^1 +P«-2p2 + • • • -1“ p2p'/t-2 + PlP«-l ) 

convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zero; et, 
comme la valeur numerique de cette somme sera evidemment supe- 
rieure a celle de la suiyante 

'^«-l <’n-l + +. . . 

”l~ ( ^hi—\ *’l + “1“ . ■ . <’/! — I )i 

il en resulte que cette derniere ou, ce qui revient au meme, la difFe 
rence s„s\^ — 4 convergera elle-meme vers la limite zero. Par suite, ss' 
qui est la limite du produit s„s\^, sera encore celle de . En d’autrc! 
termes, la serie (9) sera convergente et aura pour somme le pro 
duit ss' . 

Scolie. — Le tlieoremc precedent pourrait ne plus subsister si le 
series (7), supposees convergentes, cessaient de I’etre apres la reduc 
tion de cliaque terme a sa valeur numerique. Concevons, par exemple 
que pour chacunc des series (7) on prenne la suivante 



La serie (9) deviendra 
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Cette derniere est divergente, car son terme general, savoir 

, / I I I I I 

-+" I — — -4- -| — ^ ^ _j _j 

\\/n — 2)3 — 

a une valeur numerique evidemment superieure a 



lorsque n est pair, et a 



lorsque n est impair, c’est-a-dirc, dans tons les cas possibles, une 
valeur numerique superieure a I’unite. Cependant la serie (ii) est 
convergente. Mais on doit observer qu’elle cesse de I’etre lorsqu’on 
reduit chaque terme a sa valeur numerique, puisqu’elle se change 
alors en la serie (G) du § II. 


§ IV. — Des series ordonnees suwant les puissances ascendantes 
et enliires d’une variable. 


Soit 


(i) a^x, a,,x-, ..., a„a:", ... 

une serie ordonnee suivantles puissances entieres et ascendantes de 
la variable x, 

( 2 ) (Xyy Ctlf • * * , . . . 

designant des coefficients constants positifs ou negatifs. Soit de plus 
A ce que devient pour la serie (2) la quantite k du paragraphe prece- 
dent (uoiVle § III, theor'eme II). La meme quantite, calculee pour la 
serie (r), sera equivalente a la valeur numerique du produit 
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Par suite, la serie (t) sera convergente si cette valeiir numerique 
est inferieure a I’unite, c’est-a-clire, en d’autres termes, si la valeur 
numerique de la variable x est inferieure a — • Au contraire, la 

serie (i) sera divergente si la valeur numerique de x surpasse ~ 
On pent done enoncer la proposition suivante : 

XnEORfiME I. — Soil A la limite vers laquelle converge, pour des vedeurs 
croissantes de n, la racine des plus grandes valeurs numeriques 

de a^. La serie (i ) sera convergente pour loules les valeurs de x com- 
prises entre. les limites 

el divergente pour toules les valeurs de x situees hors des m^mes limites. 
Lorsque la valeur numerique du rapport converge vers une 

Cl ,i 

limite fixe, cette limite est (en vertu du tlieoreme IV, Chap. II, § III) 
la valeur cherchee de A. Cette remarque conduit a une nouvelle pro- 
position que je vais ecrire : 

TuEonfiME II, — Si, pour des valeurs croissantes de. n, la valeur nurm- 
rique du rapport 

Cl f I 

converge vers la limiLe A, la serie (i) sera corwergente pour toutes les 
valeurs de x comprises entre les limites 



et dwergente pour toutes les valeurs de x situees hors des mimes limites^ 
Corollaire 1. — Preiions pour exemple la serio 

( 3 ) l, 2 X,. •••> .... 

Comme on trouvera dans cette hypothese 

an-hi ___ n -4- 2 I 

<^n H- 1 


n 4- I 
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et, par suite, 

A;=l, 

on on conclura que la serie (3) est convergente pour toutes les valours 
do X renfermees outre les limites 

x=—\, = 

ot divergente pour Ics valours do x situees hors do cos limites. 
CoroUaire II. — Prenons pour second exemple la serie 

. , . X X- X^ x^^ 

(4) — ? — 5 • • • “> — ? •••? 

1 2 O It 

dans laquelle le terme constant est cense reduit a zero. On trouvera 
dans cette hypothese 

I 

an ^ 1 

n 

ot, par suite, A = i. La serie (4) sera done encore convergente ou 
divergente, suivant que la valeur numerique de x sera inferieure ou 
superieurc a I’unite. 

CoroUaire III. — Si pour la serie (i) on prend la suivante 


(») e-, 


P(P — I)(P— 


p. designant une quantite quelconque, on trouvera 


g»+i _ Pnii __ 
Gn H- I 


et, par suite, 


U I 

1 — - I 

n. 00 

A zz; hm = = I . 

I I 

j _l — I _l_ _ 

n 00 


On en conclura que la serie (5) est, comme les series (3) et (4), con- 
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vergente ou divergente, suivant que I’on attribue a la variable x une 
valeur numerique inferieure ou superieure a I’unite. 

Corollaire It. — Considerons encore la serie 

^ ^ ^ ’ I ’ 1 . 2 ’ t . 2 . 3 ’ ’ I . 2 . 3 . . . ’ 

Gomme on aura dans ce cas 

«« ~ // -f- i 

et, par suite, 

A^--=zo, 

00 

on en conclura que la serie est conyergente entre les limites 

. T I 

X — — — — — 00, tZ' — — *. - •"I — oc , 

o o 

c’est-a-dire pour toutes les valeurs reclles possibles de la variable x. 
Corollaire V. — Considerons enfin la seri(‘. 

(7) I, i .X, 1.2.3.. /i.x", .... 

En lui appliquant le theoremc II, on trouvera 

et Ton aura par suite 

On en conclura que la serie (7) est toujours divergente, excepte 
lorsqu’on suppose x=.o, auquel cas elle sc reduit a son premier 
terme i. 

En examinant les resultats qu'on vient d’obtenir, on reconnalt 
immediatement que, parmi les series ordonnecs suivant les puis- 
sances ascendantes et entieres de la variable x, les unes sont tantbt 


— ri -f- 1 , A — CO, 


I 
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convergentes, tantot divergentes, selon la valeur attribute a cette 
variable, tandis que d’autres restent toujours convergentes, quel que 
soit.T, et d’autres toujours divergentes, cxcepte pour cc = o. On pent 
ajouter que. le theoreme I ne laisse d’incertitude sur la convergence 
d’une semblable serie que dans le cas oil la valeur numerique de 
devient egale a la constante positive representee par c’est-a-dire 
lorsqu’on suppose 



Dans ce cas particulier, la serie est tantot convergente, tantot diver- 
gente, et la convergence depend quelquefbis du signe de la variable x. 
Par exemple, si dans la serie (Zj), pour laquelle A — i, on fait succes- 
sivement 

j: = I , .r — — I , 
on obtiendra les deux suivantes 

(8) I, y ■■■, ■■■> 

(9) h-t- •••> 

dont la premiere est divergente (tjoir dans le § II le corollaire du theo- 
reme III) et la seconde convergente, ainsi que cela resulte du theo- 
reme III (§ III). 

11 est encore essentiel de remarquer que, par suite du theoreme 1, 
lorsqu’unc serie ordonnee suivant les puissances ascendantes et en- 
tieres d’une variable x sera convergente pour une valeur numerique 
de X dififerente de zero, elle restera convergente, si 1 on vient a dimi- 
nuer cette valeur numerique ou mfime a la faire decroitre indefini- 
ment. 

Lorsquc deux series ordonnees suivant les puissances ascendantes 
et entibres de la variable x sont convergentes pour une meme valeur 
de la variable, on peut leur appliquer les theoremes V et VI du § III. 
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Cette remarque suffit pour etablir les deux propositions que je vais 
enoncer : 

Theor^me III. — Supposons que les deux series 

( ClyX, OnX^\ 

(lo) j 

( ^05 h^Xf h^x~j • • • ) 

elant a la fois cower gentes , lorsquon attrihue a la variable x une cer- 
taine valeur, aient alors pour sommes respectwes s et s\ 

(m) boy {eCi-^b^)x, (^2^- ^2)^^ bn)x'\ ... 

serUy dans le mSme casy une nowelle serie cowergente, qui aura pow 
somme s s' . 

CoroUaire. — On etendra facilement go theoreme a tant cle series 
que Ton voudra. Par oxemple, si les trois series 

a^y UlXy a.yX-y ..., 
boy biXy b^x-y ..., 

Co, C^Xy c^x^y ... 

sont convergentes pour une meme valour attribuee a la variable Xy e 
quo Ton designe par .y, s\ s" leurs sommes respectives, 

Uo + bo -f- Cq, ( cfi bi -4- Cl) Xy {Uii -f- b^ H- C 2 ) X“y . . . 

sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour somme s 4 - /-h s" 

Theoiii1:me IV. — Les mimes choses etant posies que dans le theorem 
precedent, si de plus chacune des series ( 10 ) reste comer gente, lorsquo) 
reduit ses differents termes a leurs valeurs numeriqueSy 

\ aoboy {aobi-\- aibo)Xy (^ 0^2 + 4- a, •••? 

(12) 

( •••» (^0 1 4- . . . 4- 4- ... 

sera une nouvelle serie comer genie , qui aura pour somme ss' . 
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Corollaire I. — Le theoreme precedent se trouve compris dans la 
formulo 

^ a^x + a.iX^- + . . .){bi,+ biX b^x^ + . . .) 

( 1 3 ) j 

I ^0 ^0 ( ^0 X “H ( ^Zq ZZj by -4“ ZZg ^^0 ) .3?^ -H • • . j 

qui subsiste dans le cas oil chacune des series (ro) reste convergente 
lors meme qu’on reduit ses differents termes a leurs valeurs nume- 
riques, et qui sert a developper dans cette hypothese le produit des 
sommes des deux series en une nouvelle serie de meme forme. 

Corollaire 11. — En repetant plusieurs fois de suite I’operation indi- 
quee par I’equation (i3), on pourrait multiplier entre elles les 
sommes de trois ou d’un plus grand nombre de series semblables aux 
series (lo), et dont chacune restcrait convergente apres la reduction 
de ses differents termes a leurs valeurs numeriques. Le produit obtenu 
serait la somme d’une nouvelle serie convergente ordonnee suivant 
les puissances ascendantes et cntiercs de la variable x. 

Corollaire III. — Si dans les deux corollaires precedents on suppose 
que toutes les series dont on multiplieles sommes deviennentegales, 
on obtiendra pour produit une puissance entiere de la somme de cha- 
cune d’elles, et cette puissance se trouvera encore representee par la 
somme d’une serie du meme genre. Par exemple, si dans I’equa- 
tion (i3) on fait «o = • • • > on en tirera 

(14) a-yx aiX^+ . . -Y— al-^ ‘iayyOyX a\)x'-->r 

Corollaire IV. — Si Ton prend pour termes generaux des series (lo) 



— •?). 

. .(fz — « 4- 1) 


1.2.3. . 

. n 


- ')(f'— 2)- 

••(f'- «-+->) 


1.2.3.. 

. n 


p., p.' designant deux quantites quelconques, et la variable x etant 
renfermee entre les limitesar = — i,a; = -i- i, chacune des series (lo) 
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restera convergente, meme lorsqu’on reduira ses differents termes. a 
leurs valeurs numeriques, et Je terme general de la serie (12) de- 
viendra 


[ Xp. — i). ■ . (fx — /i + i) — — /i + p,) 

L 1.2,3. ' J, 2 . 3 ...(/Z — 1) 1 

t: -i) • • • (f^'— — « + i) ~[ 

I 1 . 2 . 3 . . .{Ji — I ) 1.2.3.../; J 

_ (fi 4- f^') fx' — i) (fx H- fx' — aL . .(fJH- fx' — /iH- t') „ 

1.2.3...// ■ 

Cela pose, si Ton appelle 9 ( [x) la somme de la premiere des series ( 1 0) 
dans rhypotliesc que Ton vient de faire, c’est-a-dire, si Ton pose , 


(i5) 


<jp(fx) _r i-f- 


les sommes des series (10) et(i2) seront rcspectivement designees, 
dans la meme hypoth^se, par ^(p.), <p(p-') ot 9(p^ + K.)i sorto que 
I’equation (i 3 ) deviendra 

((6) ®(^)9(fl')=:9(fX + fx'). 

Lorsque dans I’equation (i 3 ) on remplace la somme de la serie 

Z/„, ... 

par un polynome compose d’un nombre fini de termes, on obtient une 
formule qui ne cesse jamais d’etre cxactc, tant que la serie 

«o, aio:, 

demeure convergente. C’estce que nous aliens prouver directement, 
en etablissant le tlieoreme qui suit : 

Theori^me V. — Si, la serie (i.) etant co rwer genie , on multiplie la 
somme de cette serie par le polynome 

(17) kx^ y- px q, 

dans leqiiel m designe un nombre enlier, on ohliendra pour produit la 
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somme d’une nouvelle serie comergenle de mime forme, dont le terme 
mheral sera 

O 

( — ni ) 

poiirni qiie Von considere comma nuUes dans les premiers termes celles 
des quantiles 

qid se troweront affectees ddndices negatifs : en d'autres termes, on 
aura 

( /c^"' + H- . . .4- px q) a^x a, 2 X- 

r“ 7 ^ 0 + {qa^-^ pa^)x {qa,n-^ + . . .^ la^-\- ka^^)x^'^ 

+ 

4 - {qa,, 4- 4- ... 4- /a + kci,i—„, ) Xfi -t- .... 

Demonstration. — Pour multiplier la somme de la serie (i) par le 
polynome ( 17 ), il sufBra de la multiplier successivement par les diffe- 
rents termes de ce polynome. On aura done 

{kx“'-+ lx'"--' - 4 -. . . + px-\- q) (flo-H -+■ a._x--h ■ ..) 

=z q{a„-h a^x a^x^-h . . px{at + a^x + a^x^--\- . . .) 



4- tx'"-' {ao-\- a^x -i- a^x^-h . . .) -4 kx^'iao-i- OiX + a2^®4-...). 

Comme on a do plus, pour des valeurs entieres quelconques de n, 

q {Uq-)- UiX -]r U^X^ — 

=::: qciQ-h qa^x qa^x^--^. . . 4- qa^^.^^x’^-'^, 

on en conclura, en faisant croitre n indefiniment, et passant aux 
limites, 

<7 (<^o 4~" <^1 ^ 4- ^2 + . . . ) = q^Q + q^i ^ — 

On trouvera de meme 

px {Uq aiX a^x^ ^ pa^^x 4 - pety x^ pa ^x ^ . . . , 



I x''''~^ (^CLf,+ ctyX a^x^ -V- . . ~ taijX'’^^' , 

kx'»{a,+ a^x-¥a^x ^^.. .) - 4- ka,x’^^'+ kaiX"'-^^-+ . . .. 
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Si Ton ajoute ces dernieres equations, et qu’en formant la somme des 
seconds membres on reunisse les coefficients des puissances sem 
blables de la variable x, on obtiendra precisement la formule (i 8 ). 

Concevons maintenant que dans la serie (i) on fasse varier la valeu 
de X par degres insensibles. Tant que la serie restera convergente 
c’est-a-dire tant que la valeur de x demeurera comprise entre lei 
limites 

I I 


la somme de la serie sera (en vertu du theoreme f, § I) une fonctioi 
continue de la variable x. Soit 9 (a;) cette fonction continue. L’equa 
tion 

<p ( ,2? ) ~ <^0 -h- ^ -4- (22 -h . . . 


subsistera pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limitei 
~ T’ + T’ nous indiquerons en ecrivant ces limites a cot 

A. A 

de la serie, comrac on le voit ici : 


(19) o(^) = ao + -H • • 



X — r -f- 


I 

A 


Lorsque la serie est supposee connue, on pent quelquefois e 
deduire la valeur de la fonction cp(£c) sous forme finie, et c’estlac 
qu’on appelle sommer la serie. Mais le plus souvent la fonction cp(a; 
est donnee, et Ton se propose de revenir de cette fonction a la seri( 
ou, en d’autres termes, de developper la fonction en serie convergeni 
ordorinee suivant les puissances ascendantes et entieres de la v 
riable x. II est facile d’etablir a ce sujet la proposition que je va 
en oncer : 

Theoreme VI. — Une fonction continue de la variable x ne peat 6t 
devehppee que d’une seule maniere en serie convergente ordonnee suiva. 
les puissances ascendantes et entieres de cette variable. 

Demonstration. — En effet, supposons qu’on ait developpe par dei 
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methodes diflferentes la fonction et soient 

a„, UiX, 

bo, b,x, b,x^, b,iX'^, ... 

I(‘s deux developpements, c’est-a-dire deux series dont chacune, etant 
convergente pour dcs valeurs dea;differentes de zero, ait pour somme, 
tant qu’elle demeure convergente, la fonction 'p(^)- Ces deux series 
etant constamment convergentes pour de tres petites valeurs nume- 
riquos de x, on aura, pour de semblables valeurs, 

^0 "4~ ^2 — h* . . . — 1— h\ OC -f- *3^^ "f" .... 

Commo, en faisant evanouir a;, on tire de I’equation precedente 

«0 — bo, 

il en resulte qu’on pout la reduire generalement a 
a,.x-h a^x'-h. . .= b^x -+■ biX'‘-\-. . . 
ou, ce qui revient au meme, a 

X “1" ci^ X -f- * • • ) x(^bi bo X . . . ) . 

Si Ton raultiplie par ^ les deux membres de cette derniere equation, 
on obtiendra la suivante 

CLfiX -f- . . . rl- h^X -H • • . ) 

qui dcvra encore subsister pour de tres petites valeurs numeriques de 
la variable x, et de laquelle on conclura, en posant x = o, 

En continuant de meme, on ferait voir que les constantes a^, a„, ... 
sont respectivement egales aux constantes b„, 6,, . . . , d oil il suit 

que les deux developpements de la fonction <p(a^) sont identiques. 

Le Calcul differentiel fournit des methodes tres expeditives pour 
developper les fonctions en series. Nous exposerons plus tard ces 
- s. u, t. in. '9 
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methodes, et nous nous bornerons pour I’instant a faire connaitre, 
avec le developpement de la function (i + x)^, dans laquelle [ji designe 
une quantite quelconque, deux autres developpements que Ton ramene 
facilement au premier, savoir, ceux des functions 

A* et L(i- 4 -d;), 


Adesignant une constante positive, et L la caracteristiquc des loga- 
rithmes dans un systeme choisi a volonte. En consequence, nous allons 
resoudre Tun apres I’autre les trois problemes qui suivent : 

Probl6me I. — Developper, lorsque cela se peut, lafonclion 


(i -1- 


en sdrie convergente ordonnee suimnt les puissances ascendantes et 
entires de la variable x. 


Solution. — Si d’abord on suppose [x = m, m designant un noinbre 
entier quelconque, on aura, par la formule de Newton, 




m 

— X -y- 

I 


m {m — I ) 


La serie dont la somme constitue le second membre de cette formule 
est toujours composee d’un nombre fini de termes; mais, si Ton y 
remplace le nombre entier m par une quantite quelconque [t, la nou- 
velle serie que Ton obtiendra, savoir 


( 5 ) 


If: 

I ’ ’ 1.2 


se trouvera composee en general d’un nombre indefini de termes, et 
sera convergente seulement pour des valeurs numeriques de x inf6- 
rieures a I’unite. Soit, dans cette hypotliese, cp(p.) la somme de la nou- 
velle serie, en sorte qu’on ait 

(i5) y(fi.)=r:i + -h -f- • • ■ {x— — i, x — -hi). 


En vertu du tlieoreme I (§ I), (p([t) sera function continue de la va- 
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riable [/. entre des limites quelconques de cette variable, et Ton aura 
(tw>le theoreme III, corollaire IV) 

(i6) <p(|x)<p(fx') = e|)(f^-h fx.'). 

Cette derniere equation etant entierement semblable a I’equation ( 2 ) 
du Chapitre Y (§ I) se resoudra de la meme maniere, et Ton en con- 
clura 

?(p) = ['?(«)?= (1 + 

Lavaleur de <p(p.) etant ainsi determinee, si on la substitue dans la 
formule (i5), on trouvera, pour toutes les valeurs de a? comprises entre 
les limites a? = — i , a? = + 1 , 

(20) (1 + .g)l^= I + ^ ■ ■ ■ (a; = — I, = 1). 


Lorsque la valeur numerique de a; devient superieure a I’unite, la 
serie (5), n’etant plus convergente, cesse d’avoir une somme, en sorte 
que I’equation ( 20 ) ne subsiste plus. Dans la meme bypothese, il 
devient impossible, ainsi qu’on le prouvera plus tard a I’aide du Calcul 
infinitesimal, de developper la fonction (i -)-a;)i^ en serie convergente 
ordonnee suivant les puissances ascendantes et entieres de la va- 
riable a;. 


Corollaire 1. — Si dans I’equation ( 20 ) on remplace p. par ^ eta; par 
ax, a designant une quantiteinfiniment petite, on aura, pour toutes le« 
valeurs de aa; renfermees entre les limites — t, -1- 1, ou, ce qui revient 
au meme, pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limites 


I 

— 5 

a 


I 



X 


X- 


(i -H ax)^=: I _j_ _ 4- — (1 — a) -H 





Cette derniere equation devant subsister, quelque petite que soil la 
valeur numerique de a, si I’on designe a I’ordinaire, par I’abrevia- 
tion lim placee devant une expression qui renferme la variable a, la 
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limite vers laquelle converge cette expression, tandis que la valeur 
numerique de a decroit indefiniment, on trouvera, en passant aux 
liraites, 

“ OC^ 

(2 l) lim(l h f- r; + . . . ( rrz— GO, a' =-i- 00). 

^ ^ ^ I J . 2 I . 2 . 3 ’ ^ 

J, 

II reste a chercher la limite" de (i a.xY ■ Or, en premier lieu, on 
tirera de la formule precedente 

lirn ( I -f- I H— — — -f- — -f- .... 

I 1.2 1.2.3 

ou, en d’autres termes, 

i 

(22) lim(i 4 - a)“zz: 6 % 

e designant la base des logaritlimes neperiens \voir\(A § I, equat. ( 6 )]. 
On en conclura immediaternent 

1 

lim(i + = e, 

et, par suite, 

i r _L> 

Iitn(n- lim L(n- —e^. 

2 

Simaintenantonremet la valeur de lim(n- aa;)“dans I’equation (21), 
on obtiendra la suivante : 

(23) - -I- — -i-.. . (ic — -00, ^- + 00). 

' 11.21.2.3 


On pourrait arriver directement a I’equation ( 23 ) en observant que 
la serie 


( 6 ) 


X x^ 

— J J -5 

I 1.2 1 . 2.3 


est convergente pour toutes les valeurs possibles de la variable x, et 
cherchant la fonction de x qui represente la somme de cette m6me 
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seric. En effet, soit<p(£c) la somme de la serie (6) qui a pour terme 
general 

I . 2 . 3 . . . /I ’ 

<^{y) sera la somme de la serie qui a pour terme general 

I . 2 . 3 . . . /I ^ 


ct (en vertu du theoremeVI, § III) le produit de ces doux sornmes 
sera la somme d’une nouvelle serie qui aura pour terme general 


1.2.3...//. 


^/l-l y ^ 

1.2.3. ..(/i — l) I 

a: , y'[ 

I i.2.3...(/i — i) I.2.3.../^ 1.2.3...// 


€e produit sera done egal a 9(0; +y), et par suite, si Ton fait', 

, . X a;’ , 

Cp(.27)=::lH i H —-K ■+“•••> 

I 1.2 1.2.3 


la fonction <p(a;) verifiera I’equation 
En resolvant cette equation, on en tirera 

e’est-a-dire 

Corollaire 11 . — Si, apres avoir retranche I’unite de chaque membre 
de I’equation (20), on divise les deux membres par p., I’equation que 
Ton obtiendra pourra s’ecrire ainsi qu’il suit : 

{x=z—i,x = ^i); 
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et, si dans cette derniere on fait converger [a vers la limite zero, on 
trouvera, en passant aux limites, 


(24) 


F- 




X- 

3 


T 


De plus, comme en designant par 1 la caracteristique des logarithmes 
neperiens pris dans le svsteme doht la base est e, on a evidemment 

I -I- ^ ~ 

^ I 1.2 

on en conclura 

^ L — 1(1-1-^) H- ^[\{i x)y-^. . , 

p. ^ 2 ^ 

et, par suite, 

/ KV (i 4- I 1 / V 

(25) llin ^ =: l(l 4' ^). 

Cela pose, la formule ( 24 ) deviendra 

(26) l{j -i- ic) =a: — -h ... (.2; =— I, iT = H- 1). 

L’equation precedente subsiste tant que la valeur numerique de x 
reste inferieure a I’unite; et, dans ce cas, la serie 

, . .-r® , x’'- 

(27) X, > '+■"3“’ ■■■’ — — ’ 


est convergente, aussi bien que la serie ( 4 ), qui en differe seulemcnt 
par les signes des termes de rang impair. Les memes series devenant 
divergentes, dfes qu’on suppose la valeur numerique de x superieure 
a I’unite, I’equation ( 26 ) cesse d’avoir lieu dans cette hypoth'ese. 

Dans le cas particulier oil Ton prend rc = i,.la serie ( 27 ) se r^duit 
a la serie (3) du troisieme paragraphe, laquelle est convergente, 
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comme on I’a fait voir. L’equation (26) doit done alors subsister, en 
sorte qu’on a 

(28) 1(2) = 1— i + 1 — i 4- 

234 

Si Ton prenait au contraire a; = — 1 , la serie (27) deviendrait diver-- 
gentc et n’aurait plus de somrae. 

On peut remarquer encore que, si apres avoir ecrit — .*• au lieu 
de X dans la formule (26), on change a la fois les signes des deux 
membres, on obtiendra la suivante 

(29) + y 4-... {x = -i,x = + i). 

PiiOBrfeME II. — Developper la fonction 

A*, 

dans laqaelle A designe an nombre quelconque en serie comer genie 
ordonnee suivant les puissances ascendantes et entiires de la variable x. 

Solution. — Designons toujours par la caracteristique 1 les loga- 
ritlimes neperiens pris dans le systfeme dont la base est e. On aura, 
d’apres la definition meme des logarithmes, 

A = e'f*), 

et Ton cn conclura 

(30) A^=e*‘t*). 

Par suite, cn ayant egard a I’equation (23), on trouvera 
a:l(A) , ^=[1(A)P , ^’[1(A)P , 

=: I 4- + ,.2 - -“i XF" " • • • 

[a: ^ — 00 , X — co), 

Cette derniere formule subsiste pour toutes les valeurs reelles pos- 
sibles de la variable x. 

PaOBLiiME III. — La caracUristique L designant les logarithmes pris 
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dans le systeme dont la base est A, developper, lorsque cela se peut, > 
fonction 

L(i-+-a;) 


en serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes et entier 
de la variable x. 


Solution. — Designons toujours par 1 la caracteristique fles log 
rithmes neperiens. On aura, en vertu cles proprietes connues 
logarithmcs, 


L(n- x) = 


L(t -t- a?) 
L(A) 


] f T .Cf ) 

~~T(rr’ 


et par suite, en ayant egard a I’equation ( 26 ), on trouvera, poi 
toutes les valeurs de x comprises entre les limites — i, 4 - 1 , 


Cette derniere formule subsiste dans le cas meme oil Ton prend x = 
mais elle ccsse d’avoir lieu lorsqu’on suppose x — — i ou 
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DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES IT BE LEHRS MODULES. 


§ I. — Considerations gdnirales sur les expressions imaginaires. 

En Analyse, on appelle expression symbolique on symbole toute com- 
binaison de signes algebriques qui ne signifie rien par elle-meme ou 
a laquelle on attribue une valeur differente de celle qu’elle doit natu- 
rellement avoir. On nomme de memo equations symboliques toutes 
celles qui, prises a la lettre et interpretees d’apres les conventions 
generalement etablies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais des- 
quelles on peut deduire des resultats exacts, en modifiant et alterant 
selon des. regies fixes, ou ces equations elles-memes, ou les symboles 
qu’elles renferment. L’emploi des expressions ou equations symbo- 
liques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d’ecrire sous 
une forme abregee des resultats assez compliques en apparence. C’est 
ce qu’on a deja vu dans le second paragraphe du troisieme Cbapitre, 
oil la formule ( 9 ) fournit une valeur symbolique tres simple de I’in- 
connue x assujettie a verifier les equations (4). Parmi les expres- 
sions ou equations symboliques dont la consideration est de quelque 
importance en Analyse, on doit surtout distinguer celles que I’on a 
nommees imaginaires. Nous allons montrer comment on peut etre 
conduit a en faire usage. 

On salt que les sinus et cosinus de Pare a + h sont donnes en fonc- 
tion des sinus et cosinus des arcs a eib par les formules 

cos(a 4 - 6 ) = cosa cos b — sina sin b, 
sin (a -t- ^) = sin a cosfe -t- sin 6 cosa. 

OEwres de C. — S. II, t. III. 
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Or, sans prendre la peine de retenir ces formules, on a un moyen for 
simple de les retrouver a volonte. II suffit, en effet, d’avoir egard a 1; 
remarque suivante. 

Supposons qiie Ton multiplie Tune par I’autre les deux expression; 
symbol iques 

cosa H- v/— I sin(7, 
cosb -t- \/ — I sin 6, 

en operant d’apres les regies connues de la multiplication algebrique 
comme si \J— i etait une quantite reelle dont le carre fut egal a — i 
Le produit obtenu se composera de deux parties : Tune toute reelle 
I’autre ayant pour facteur \/—i; et la partic reelle fournira la valeui 
de cos(a-i-b), tandis que le coefficient i fournira celle d( 
sin(a 4 - h). Pour constater cette reiAarque, on ecrit la formule 

cos(rt + 6) -H \/ — I sin (a -h 6) 

= (cosa -i- y/— I sina) (cosb h- \/— i sin b). 

Les trois expressions que renferme I’equation precedente, savoir 

cosa -H — I sina, 
cosb \/ — I sin ft, 
cos (a + ft) + v/ — isin(a-i-ft), 

sont trois expressions symboliques qui ne peuvent s’interpreter d’aprfe: 
les conventions generalement etablies, et ne representent rien de r6el 
On les a nommees pour cette raison expressions imaginaires, L’equa 
tion (a) elle-meme, prise a la lettre, sc trouve inexacte et n’a pas d( 
sens. Pour en tirer des resultats exacts, il faut, en premier lieu, deve 
lopper son second membre par la multiplication algebrique, ce qu 
reduit cette equation a 

cos (a 4 - ft) 4 - y' — 1 sin (a 4- ft) 

= cos a cos ft — sina sin ft 4- i (sina cos ft 4- sin ft cosa). 

11 faut, en second lieu, dans I’equation (3), egaler la partie reelle di 
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premier membre a la partie reelle du second, puis le coefficient de 
V— I dans le premier membre au coefficient de dans le second. 
On est ainsi ramene aux equations (i) que Ton doit considerer comme 
implicitement renfermees Tune et I’autre dans la formule (2). 

En general, on appelle expression imaginaire toute expression sym- 
bolique de la forme 

a -t- 6 I , 

a, 6 designant deux quantites reelles; et Ton dit que deux expres- 
sions imaginaires 

a -t- 6 \j — I , y -h i5 / — i 

sont egales entre elles, lorsqu’il y a egalite de part et d’autre : 1“ entre 
les parties reelles a et 2® entre les coefficients de \j— \ , savoir & 
et 0. L’egalite de deux expressions imaginaires s’indique, comme celle 
de deux quantites reelles, par le signe =, et il en resulte ce qu’on 
appelle une equation imaginair^. Cela pose, toute equation imaginaire 
n’est que la representation symbolique de deux equations entre quan- 
tites reelles. Par exemple, I’equation symbolique 

a — I =: y d \/ — I 

equivaut seule aux deux equations reelles 

a y, 6 

Lorsque, dans I’expression imaginaire 

OC -f- o sj —~ ~l f 

le coefficient 6 de y/— i s’evanouit, le terme S y'— i est cense reduit a 
zero, et I’expression elle-meme a la quantite, reelle a. En vertu de 
cette convention, les expressions imaginaires comprennent, common 
cas particuliers, les quantites reelles. 

Les expressions imaginaires peuvent etre soumises, aussi bien que 
les quantites reelles, aux diverses operations de I’Algebre. Si Ton 
effectue en particulier I’addition, la soustraction ou la multiplication 
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de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en operant d’api 
les regies etablies pour les quantiles reelles, on obtiendra pc 
resultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu’on appe 
la somme, la difference ou le produit des expressions donnees; etl’ 
se servira des notations ordinaires pour indiquer cette somme, ce 
difference ou ce produit. Par exeraple, si Ton donne seulement de 
expressions imaginaires 


on trouvera 


a-t-6^ — I, + — I, 


(4) (a -f- 6 \J — i) -I- (y -t- 5 y/— i) = a -H y 4- (§ + 5) \/— i, 

(5) (a -t- 6\/— i) — (y -h — d — y-i-(6 — i, 

(6) , (ot -t- 6 y/ — 0 (y + — 0 = «y — Si5 -t- (a6 + Sy) s ! — i- 

11 est bon de remarquer que le produit de deux ou plusieurs expn 
sions imaginaires, commecelui de deux ou plusieurs bindmes r6e 
restera le meme, clans quelqae ordre qu’on multiplie ses differei 
facteurs. 

Diviser une premidre expression imaginaire par une seconde, c’l 
trouver une troisieme expression imaginaire qui, multipliee par 
seconde, reproduise la premiere. Le resultat de cette operation est 
quotient des deux expressions donnees. On se sert pour I’indiquer i 
signe ordinaire de la division. Ainsi, par exemple, 

a + S y/ — I 
y-t-3y/— I 

represente le quotient des deux expressions imaginaires 

.a-)-6y/ — I, y + ^V^ — !• 

filever une expi'ession imaginaire a la puissance du degre m (m c 
signant un nombre entier), c’est former le produit de m factei 
egaux a cette expression. On indique la puissance de a 
par la notation 


(a -1- (3 y/^i)'". 
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Extraire la racine n*'™® de I’expression iraaginaire x-f-S \/^, ou, 
en d autres termes, elever cette expression a la puissance du degre 
- (n designant un nombre entier quelconque), c’est former une nou- 
velle expression imaginaire dont la puissance reproduise 

a 4 - Sy/— I . Ce problfeme admettant plusieurs solutions (voir le § IV), 
il en resulte que I’expression imaginaire a-t-Sv/^ a plusieurs 
racines du degre n. Lorsque nous voudrons designer indistinctement 
Tune quelconque d’entre elles, nous emploierons la notation 

a. 4- 6 \/ — I 

ou la suivante 

Dans le cas particulier oii 6 s’evanouit, se reduit a une 

quantite reelle a, et parmi les valeurs de I’expression 

Vi7^ = ((a))^ 

il pent s’en trouver une ou deux de reelles, comme on le verra ci- 
aprbs. 

Outre les puissances enti^res et les racines correspondantes des 
expressions imaginaires, on a souvent a considerer ce qu’on appelle 
leurs puissances fractionnaires ou negatives. On doit faire a ce sujet 
les remarques suivantes. 

Pour elever I’expression imaginaire a 4- 6 y/— i a la puissance frac- 
tionnaire du degre il faut, en supposant lafraction ^ reduite a sa 
plus simple expression : i® extraire la racine de I’expression 
donnee; 2 ® elever cette racine a la puissance entiere du degre m. Le 
probleme pouvant etre r6solu de plusieurs manieres (voir ci-apres le 
§ IV), nous designerons indistinctement Tune quelconque des puis- 
sances du degre — par la notation 

m. • 

:((a4-.Sv/^))'’. 
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Dans le cas particulier ou S se reduil a zero, une ou deux de ces puis- 
sances peuvent devenir reelles. 

Elever I’expression imaginaire a -i- 6\/ — i a la puissance negative 
(}u degre — to, ou — ou — c’est diviser I’unite par la puissance 

du degre to, ou ou ~ de la meme expression. Le probleme admet- 
tant une solution seulement, dans le premier cas, et plusieurs solu- 
tions dans chacun des deux autres, on indique la puissance du degre 

— m par la notation simple 

(« + 6 \/— 

tandis que les deux notations 

((a-l-gv/^)) 

m 

((«4-6\/— i)) 

representent, la premiere, une quelconque des puissances du degr^ 

— et la seconde une quelconque des puissances du dcgrt' — 

On dit que deux expressions imaginaircs sont conjugides Tune 1 
I’autre, lorsque ces deux expressions ne different entre ellcs que pai 
le signe du coefficient de \/ — i. La somme de deux semblablcs expres- 
sions est toujours reelle, ainsi que leur produit. En efTet les deu> 
expressions imaginaircs conjuguees 

* — I, a — Sy' — I 

donnent pour somme 2 a et pour produit a*-i- 6*. La dcrniere parti< 
de cette observation conduit a un theoreme relatif aux nombres, e 
dont voici I’enonce : 

THEORfeME I. — Si I’ on multiplie I'un par I’autre deux nombres entier, 
dont chacun soil la somme de deux carres, le produit sera encore uni 
somme de deux carres. 

Demonstration. — Soient 


a’ +6=, «'=-+- 6'^ 


159 


PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE Vll. 

les deux nombres entiers dont il s’agit, a*, 6*, a'% designant des 
carres parfaits. On aura evidemment les deux equations 

(a + 61/37) (a'-H 6 'v/ 37 ) — gg/^. (a 6 '+ a' 6 ) 

(a — S y/ — I ) (a' — §' ^ — i) — ccac ' — §6 ' — (a6'+ a'§) \/ — i , 

et, en multipliant celles-ci membre a membre, on obtiendra la sui- 
vante 

( 7 ) ( «" + 60 ( a'" + S'* ) F ( ««' — )' + ( «§' + a' S )’• 

Si Ton echange entre elles dans cette derniere les lettres a' et on 
trouvera 

( 8 ) ( 4- §0 ( «'* + S'O = ( aS' - a' 6 )= -u ( ««' H- 66' y. 

Ilya doncen general deux naanieres de decomposer en deux carres 
le produit de deux nombres entiers dontchacun est la sommededeux 
carres. Ainsi, par exemple, on tire des equations (7) et (8) 

(2^-1- 1) (3=4- 20 = 4*-t- 7*=: 1''+ 8*. 

On voit par ces considerations que I’emploi des expressions imagi- 
naires pout etre d’une grande utilite, non seulement dans I’AIgebre 
ordinaire, mais encore dans la Theorie des nombres. 

Quelquefois on represente une expression imaginaire par unc seule 
lettre. C’est un artifice qui augmente les ressources de I’Analyse, et 
dont nous ferons usage dans ce qui va suivre. 


§ II. — Sur les modules des expressions imaginaires 
et sur les expressions reduites. 

Une propriete remarquable de toute expression imaginaire 

CC -J- 6 ^ I y 

c’est de pouvoir se mettre sous la forme 

p(cos0 4-/— isin9), 
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p desigaant une quantile positive et 9 un arc reel. En effet, si I’oi 
pose I’equation symbolique 

(i) a + — i=p(cos6 + V^ — I sinS) 

ou, ce qui revient au meme, les deux equations reelles 

( a = pcos0, 

( 6 =; p sin 9 , 

a- -h 6^ rr p- ( cos® 6 sin* 0 ) — p^, 

p — 


( 2 ) 

on en tirera 
(3) 


et, apres avoir ainsi determine la valeur du nombre p, il ne restera 
pour verifier completement les equations ( 2 ), qu’a trouver un arc ' 
dorft le cosinus et le sinus soient respectivement 



COsO =: 

sin 0 = 


a 

6 


Ce dernier probleme est toujoUrs soluble, attendu que cbacune de 


cruantites , a une valeur humerique inferieure a I’u 

nite, et que la somme de leurs carres est egale a i. De plus, il adme 
une infinite de solutions difFerentes, puisque, apr^s avoir calcule un 
valeur convenable de Fare 0, on pourra, sans changer ni le sinus ni 1 
cosinus, augmenter ou diminuer cet arc d’un nombre quelconque d 
circonferences. 

Lorsque I’expression imaginaire a -+- 6 sj— t se trouve ramenee a 1 
forme 


p(cos 0 -1- \/ — I sin0). 


la quantite positive p est ce qu’on appelle le module de cette exprei 
sion imaginaire; eteequi reste apres la suppression du module, e’es 
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a-clire le facte ur 

cos5 + \,'' — I sin 6, 

est cc quo nous nommerons {'expression redidte. Comme des quantitos 
a et 6 supposees connues on no deduitpour le module p qu’une valeur 
unique determinee par I’equation (3), il en resulte que le module 
reste le meme pour deux expre^ssions imaginaires egales. On peut 
done enoncer le theoreme suivant : 

TiikorI^me I. — L’ egalite de deux expressions imaginaires entraine toii- 
jours V egalite des modules et, par consequent, belle, des expressions re- 
daites. 

Si I’on compare outre ellcs deux expressions imaginaires conju- 
guees, on trouvera encore que lours modules sont egaux. Le carre du 
modulo commun a cos deux expressions no sera autre chose quo leur 
produit. 

Lorsque dans I’expression imaginaire a -i- S V — i le second terme 6 
s’evanouit, cette expression se reduit a une quantite reelle a. Dans la 
memo, hypothese, on tire des equations (3) et (4) : i® quand a est 
positif, 

COs6=:i, sin0=ro 

et, par suite, 

0 — dz tjA'TT, 


k designant un nombre entier quelconque; 2 “ quand a est negatif, 


et, par suite. 


p = (/«", 

cos0 = — 1, sin^=o 


Q-=z'±i ( 2 /:+ i)7r. 


Ainsi le module d’une quantite reelle a n’est autre chose que sa valeur 
numerique \/a-, et I’expression reduite qui correspond a une sem- 
blable quantite est toujours +i ou — i, savoir 


+ t = cos(dz 2A'it) -1- ‘ sill (it 2 At:), 


OEu^resde C. - S. 11. t. 111. 
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lorsqu’il s’agit cl’une quantile positive, et 

— I cos(.± aA' 4 - itt) -i- v^— • shi( ±: a/.' -t- 1 r.), 

lorsqu’il s’agit d’une quantile negative. 

Toute expression imaginaire qui a zero pour module se reduit elle 
memo a zero, puisque ses deux termes s’evanouissent. Reciproque 
ment, comme le cosinus et le sinus d’un arc ne deviennent jamai; 
nuls on meme temps, il en resulte qu’une expression imaginaire n( 
pent se reduirc a zero qu’autant quo. son module s’evanouit. 

Toute expression imaginaire qui a I’unite pour module est neces 
saircment une expression reduite. Ainsi, par exemple, 

cosa-i-v'^ — I sin a, cos« — y — i sini7, 

— cosa — y — I sin«, — cosa -f- v — > sina 

sont quatre expressions reduites conjuguees deux a deux. Effective 
ment, pour tirer ces quatre expressions de la formule 

COS0 y/ — I sin0, 

il sutBra de poser succcssivement 

9 ± a/iTT H- a, 0 = ±:i/-ct: — a, 

& = ±; ( 2 A 4- i) TT -h a, 5 ± ( 2 A 4- 1 ) 7T — a, 

k designant un nombre entier quelconque. 

Les calculs relatifs aux expressions imaginaires pouvant etre sim 
plifies par la consideration des expressions reduites, il importe d( 
faire connaitre les principales proprietes de ces dernieres. Ces pro 
prietes sont comprises dans les theoremes que je vais enoncer. 

TiiEORfeME II. — Pour muhiplier V une par V autre deux expression, 
reduites 

cos6 4- y /— 1 sinS, cos&' 4 - y/— i sin O', 

il suffit d’ajouter les arcs G et 9' qui leur correspondent. 
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Demonstration. — On a, en effet, 

j (cos 0 -i-\/~i sin 0 )(cos 0 'H- I 
[ =: cos (0 4- 00 ^ sin ( 0 4- 00 - 

Corollaire. Si dans la formule precedente on fait 0 — ~ 6 , on 
(rouvera, comme on devait s’y attendre, 

(61 ( COS0 4- v^-~ I sin0) (cos0 — V'"— i sin0) ~ i. 

Thkokemk hi. — Pour multiplier les lines par les autres plusieurs 
expressions rediiites 

cos 0 4- \l — I si n 0, cos 0' 4 - i si n 0', cos 0" 4 - v — ^ i^in 0", . . . , 

il sujfit d’ aj outer les arcs 0, O', 0", . . . qui leur correspondent. 
Demonstration. — En effet, on aura success! vemcnt 
(cos0 -H v/— 1 sin0) (cos0'4- \l — i sin0') 

=3-. cos(0 4- 0') ^ sin(0 4 “ 0O» 

(cos0 4- v'"— ^ sin0) (cos0'4- ^ sin0') (cos0"4“ v^~“ ^ sin0'') 

— [cos(0 4-0' 4 - v/’*“ ' sin(0 4 - 0')] (cos0"4- v/”" i sin0'') 
cos(0 4 - 0'4- 0") 4 - \J~1 sin(0 4 - 0'4- 0"), 


et, en continuant de meme, on trouvcra generalement, quel que soit 
le nombre des arcs 0, O', 0", . . . , 

(cos0 4- v'^-“ J sin0) (cos0'4- \/~ I sin0') (cos0"4- v^— ^ sin0")- • - 
zr: COS(0 4“ 0'4- 0"4-. . .) 4- — I sin(0 4 - 0' 4- 0"4- . . .)• 

Corollaire. — Si Ton developpe par la multiplication immediate le 
premier membre de Tequation ( 7 ), le developpement se composera de 
deux parties, Tune toute reelle, Tautre ayant pour facteur • Oela 
pose, la partie reelle fournira la valour de 


COS(0 4-0'4-0"4-...). 
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et Ic coefficient de v' i la seconde partie la valour de 

sin(6' + 

Supposons, par exemple, quo Ton considere seiilemcnt trois arcs < 
O', 6". L’equation (7) deviendra 

(cos6^ H- V ” Jt sinO) (cosO^ + V^“ i sin^') (cosO^^-f- v^-“ ^ sinO^') 

COS(0 ~h 0' -h O’' ) -f- V'' — ■> Sin ( 0 -j- 0' 4- 0''), 


et, apres avoir developpe le premier membre de cette derniere par 
multiplication algebrique, on en conclura 

cos(0 -h O'-h 0") “ cosO cos 0' cos — cos0 sin 6*' sin Q" 

— sin 6 COS0' sin 9" — - sin 9 sin0' ros^?'', 

sin ( 9 4- O'h- = sin 9 cos9' cos9" cos 9 sin 9' cos 9" 

4- COS0 cosO' sin 0''4- sin 9 sin0' sin 9\ 

Tiieoreme IV. — Pour dmser P expression redidte 


par la suwante 


. cos9 4- V'--- ^ sin 9 
cosO' 4- v/ — J sin^?', 


il siiffit de retrancher Pare O', qui correspond a la seconde, de Parc 0 co 
respondant a la premiere. 

Demonstration. — Soit x le quotient cherche, en sorte qu’on ait 

^ __ cos 9 v^— I sin 9 

cos 9' 4- * sinO' 

Ge quotient devra etre une nouvelle expression imaginaire tellemei 
choisie, que, en la multipliant par cos6'-f- \J~~ i sin 6', on reproduii 
cosO 4- V— I sinO. En d’autres termes, x devra satisfaire a Tequatic 

(cosO'4- v'"— ^ sinO')^ — cos 9 4- y/— 1 sin0. 

Pour tirer de cette equation la valeur de x, il suffira de multiplier I 
deux membres par 

cos O' — v/— J sin O'. 
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On reduira de cette maniere le coefRcient de a; a I’unite {voir le theo- 
reme II, corollaire I), et Ton trouvera 

a: — (cos0-t- v^— I sin6)(cos0' — v/— I sinS') 

— (cos0 -H \/— I sinS) [cos(— B') + \J— \ sin(— 6')] 

-:c,os{9 ■— 8') sm{d — 8'). 

On aura done en definitive 

cos 9 -I- v''— I sin 0 ,,, / — - . 

(8) V _ - cos(e - 6') -h V - ■ sin(0 — 0')- 

cos0'+ V'— 1 sin0- 

Corollaire. — Si dans I’equation ( 8 ) on fait 6 = o, elle dolinera 


(9) 


— cos S' — I sin S'. 

cosS' + \/— I sin S' 


TiiEOintME V. — Pour eleverV expression imaginaire 


,cosS + V'— I sinS 

a la puissance dii degrd m {m disignant unnomhre entier quelconque), 
ilsuffit de multiplier dans cette expression Pare 0 par le nombre m. 

Demonstration. — En effel, les arcs 0, 0', 0", . . . pouvant etre quel- 
conques dans la formule ( 7 ), si on les suppose tous egaux a fare 0 et 
en nombre m, on trouvera 

(jo) (cosS -h Sin0)"‘= cos/nS -h \/^ sinmS. 

Corollaire. - Si dans f equation ( 10 ) on fait success! vement 0 = s, 
0 = — s, on obtiendra les deux suivantes : 

j (cos.3 + I sins)"*^ cos/ns H- \/— I sin/n5, 

/ • / \m I • 

( (cos.3 — \J — 1 sins) = cosffis — V- I sin/w^. 

Le premier membre do chacune de ces dernieres, etant toujours un 
produit de m facteurs egaux, pourra etre developpe par la multiplica- 
tion immediate de ces facteurs ou, ce qui revient au meme, par la 
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formule de Newton. Si, apres avoir effectue le developpement donti 
s’agit, on egale de part et d’autre dans chaque equation : 1° les parties 
reelles; 2" les coefficients de i, on on conclura 


mini — i) ^ 

I cos 7?l Z Sin-.: 


( 12 ) 


m(m — I ) ( — 2 ) ( 7?z — 3 ) 

1 .2.3.4 


COS"^"' Sin^3 • 


sm777.a " — sin : 


m(m. — i) (/n — 2 ) 

— 3 « cin* -■ . 


I .2.3 


■ COS'"”**::? sirr ^ 


On trouvera, par exemplc, en supposant m 


C 0 S 2 .G — cos-x; — sin-x?, 


sin 2 X? — 2 SI n 3 cos X?; 


en supposant m = 3 , 


cosSx? = cos^x? — 3 cosx? sin-w, 
sin 3jz ~ 3 cos- X? sin e — sin-x?, 


Tiieorkme VI . — Pour elever r expression imaginaire 

cos 6 -H \/ - 1 s\nO 

a La puissance da degre — m (m designant un nomhre erilier quel 
conque\ il sujfit de multiplier dans cettc expression V arc ^ par I 
degre — m. 

Demonstration, — En effet, d’apres la definition que nous avoni 
donnee dcs puissances negatives (voir le § I), on aura 

(cos0 \f~ I sin0)”'"r:z: ™ ■; •• 

(cos0-Hv/ — 1 sin0)''^ cosm0 + V' sinm0 

Par suite, en ayant egard a la formule (9), on trouvera 

(i3) (cos0 -f- \J — i sin 6')”'"= cosmO - — i sinm(9 
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Oil, ce qui revient au ntiemc, 

(14) (cos0-l- V— I sinS)"'"— cos(— m6) + y/ — i sin(— m6). 

Apres avoii’ etabli, comme nous venons de le faire, les principales 
proprietes des expressions reduites, il devient facile de multiplier ou 
de diviser I’unc par I’autre deux ou plusieurs expressions imagi- 
naires, quels que soient leurs modules, aussi bien que d’elever une 
expression imaginaire quelconque a la puissance du degre m ou — rn 
{m designant un nombre entier). On pent, en effet, executer simple- 
ment ces diverses operations a I’aide des theoremes suivants : 

Tinioiu-ME VII. — Pour ohtenir le produit de deux ou de plusieurs 
expressions imaginaires, il suffil de multiplier le produit des expressions 
reduites qui leur correspondent par le produit des modules. 

Demonstration. — Le tbeoreme enonce se deduit immediatement 
de ce principo, que le produit de plusieurs facteurs reels ou imagi- 
naires reste le memo dans quelque ordro qu’on les multiplie. Soient 
eff'ectivement 

p(cosO -f- \/— I sii'iG), p'(cos0'-l- — isinS'), p"(cos5"-i- 

plusieurs expressions imaginaires, dont p, p', p", ... designent les 
modules. Lorsqu’on voudra multiplier entre elles ces expressions 
dont cliacunc est le produit d’un module par une expression reduite, 
on pourra, on vertu du principe qu’on vient de rappeler, former, 
d’une part, le produit do tous les modules, de I’autre, celui de toutes 
les expressions reduites, puis multiplier ces deux derniers produits 
I’un par I’autre. On trouvera de cette maniere pour resultat delinitif 

(15) pp'p"- • ■ [cos(0 -t- B'+ d"+. . .) - 4 - \/— 1 sin(6 + 9'+ . ’)]• 

Corollaire 1. — Le produit de plusieurs expressions imaginaires est 
une nouvelle expression imaginaire qui a pour module le produit des 
modules de toutes les autres. 

Corollaire II. — Comme une expression imaginaire ne s’evanouit 
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Jamais qu’avec son module, et que, pour faire evanouir lo produit dt 
plusieurs modules, il faut necessairement supposcr run d’oux reduii 
a zero, il est clair qu’on peut tirer du theoreme Vll la conclusion sui- 
vante : 

Le produit de deux ou de plusieurs expressions irnaginaires ne pen. 
s’ evanouir quaulant que Vane d’elles se reduit a zero. 

XmioRKMK Vlll. — Pour ohtenir le quotient de deux expressions imagi- 
naires, il suffit de multiplier le quotient des expressions reduites qta lew 
correspondent par le quotient des modules. 

Demonstration. — Supposons qu’il s’agisso de divisor rexpressiori 
imaginaire 

p(cosG 4- Y — I sinO), 
dont le module est p, par la suivante 

p'(cos6'-t- V ■ ■ I sin0'), 

dont le module est p'. Si Ton designc par x quotient demands 
X devra etre une nouvelle expression imaginaire pro|)re a verifiei 
r^uation 

P'(cos6'h- ;/— I sin6')j; — p(cos6' -f- v'' — > sinC). 

Pour tirer de cette equation la valeur de x, on u)ultipli(u’a les deu: 
membres par le produit des deux Cacteurs 
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et, puisque, en vertu du theoreme IV, 

cos(0 - e') + v/37 sin(0 — 9') 

est precisement le quotient des deux expressions reduites 
COS0 + y'— I sin 6, cosS'-i- \/— i sin6', 

il est clair quo, apres avoir etabli la formule (16), nous devons consi- 
derer le theoreme VIII comme demontre. 

Corollaire. Si dans I’equation (16) on fait 0 = 0, elle donnera 


(•7) 


sin 9'). 


lluiOiiiME IX. — Pour ohlenir la puissance d’une expression irna- 
ginaire (m designant un nombre entier quelconque), il suffit de multi- 
plier la puissance de V expression reduite correspondante par la 

jypeme puisgancc du module. 


Demonstration. — En effet, si dans le theoreme VII on suppose les 
expressions imaginaires. 

p (cos9 + \/— I sin 9 ), 
p' ( cos 9' + \/ — 1 sin 9' ), 
p"(cos9"-(- \J— I sin 9''), 


toutes egales entre elles et en nombre m, leur produit sera equivalent 
a la puissance m'®”® de la premiere, c’est-a-dire a 

[p(cos9 4- \J— I sin 9 )]"'; 

et, comme dans cette hypothese I’expression (i 5 ) deviendra 

P"‘(cos»i9 4-v/— I smm9), 

on aura definitivement 

(i8) [p(cos9-t-v'^sin9)]"‘=p'"(cosw94-v'— I sinm9). 

OEuvres de C. — S. 11, t. III. 
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L’expression reduite 

cosmd H- \/ — I sin 7W0 
etant egale (en vertu du theoreme V) a 

(cosO + sin (?)'", 

il en resulte que, apres avoir etabli la formule (i.8), on doit considerer 
le theoreme IX comme demontre. 

Theoreme X. — Pour elever une expression imaginaire d la puissance 
du degre —m{m designant un nomhre entier), il sufflt de former les 
puissances semblables du module et de V expression reduite, puis de mul- 
tiplier ces deux dernieres I’une par I’ autre. 

Demonstratum. — Supposons qu’il s’agisse d’clevcr a la puissance 
du degre — ml’expression imaginaire 

p (cos sine), 

dont le module est p. On aura, en vertu de la definition des puissances 
negatives, 

[p(cose-4- sine)]-"'— — 1 

I p(cos0 -I- y/— I sillC)]"' 

I 

p''^(cos/)iO-h v/~“ I sin mO) 

Par suite, en ayant egard a la formule (17), on trouvera 

[p (cos0 -j- \J j sin^)] ~ (cos/?i0 — y/ — r sirim{?) 

p 

ou, ce qui revient au meme, 

(19) [p(cose+ v'— I sin0)]-'”=p-«(cosnie — v/-- i sinm O). 

Cette derniere formule reunie a I’equation (i 3 ) fournit la demonstra- 
tion complete du theoreme X. 
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§ III. — Sur les racines reelles ou imaginaires des deux quantiles -i' i , 
— 1, et sur leurs puissances fractionnaires. 

Supposons que Ton designe par m&in deux nombres entiers pre- 
miers entre eux. Si Ton fait usage des notations adoptees dans le § I, 
les racines de I’unite, ou, ee qui revient au meme, ses puis- 

sances du degre ^ seront les diverses valeurs de I’expression 

et, de meme, les puissances fractionnaires de I’unite, positives ou ne- 
gatives, du degre ^ ou — seront les diverses valeurs de 

m ?tt 

{ii)Y ou ((!))"". 

On en conclura que, pour determiner ces racines et ces puissances, il 
suffit de resoudre, I’un apres I’autre, les trois probl^mes suivants. 

PaOBL^ME I. — Tromer les diverses valeurs rielhs ou imaginaires de 
I’ expression 

((I))". 

Solution. — Soit x I’une de ces valeurs; et, afin de la presenter sous 
la forme generale qui comprend a la fois toutes les quantites reelles et 
toutes les expressions imaginaires, supposons 

X — /‘(cosi -1- \/ — I sini), 

r designant une quantite positive, et t un arc reel. On aura, d’apres la 
definition meme de I’expression ((i))", 

(l) x”-=i 

ou, ce qui revient au meme, 

r'‘(cosnt -h \/ — I sin«i) = i. 
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On tirera de cette derniere equation (a I’aide du theoremc I, § II) 


cos«< + \/— I sin = I , 

et, par suite, 

I, 

cos/i< = i, sin«« = o, nt — in'i.k-K, 



k representant un nombre entier quelconque. Les quantites r et i e 
ainsi determinees, les diverses valeurs propres a verifier I’equation 
seront evidemment comprises dans la formulo 

ikjc , , . 

fa") a; = cos ±:\/— isin 

^ > n n 

1 

En d’autres termes, les diverses valeurs de ((i))” seront donnees 
r equation 

(3) ((i))”=:cos— — • 

Soit maintenant h le nombre entier le plus rapproche du rappor 

La difference entre les deux nombres A, sera tout au plus egale 
en sorte qu’on aura 

k , , k' 

- — h±: — ) 
ji n 


~ clesignant une fi'action egale ou inferieure a -t et^ par suite, A 
nombre entier inferieur ou tout au plus egal a ~ • On en conelura 

2kTl j , 2k'7l 

z=2/i7rzb 7 

n a 

2k'K , / , ^kv: 2/r^7r ^ /- — . 2k’% 

cos zt u— I sm =: cos ±: v — t sin 

n n n ^ n 


Par consequent, toutes les valeurs de ((i))" seront comprises clai 
formule 

2k^Tz , I t 2/:^7r 

cos ±: v/— I sin ? 


/I 


ii 
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si I’on y suppose k' I’enferme entre les limites o, ou, ce qui revient 

au metne, dans la formule (3), si I’on y suppose k renferme entre les 
memes limites. 

CoroUaire /. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que le 

t 

nombre entier k peut recevoir, sans sortir des limites o, ”, sont res- 
pectivement 

n — 9s n 


Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (3) fournit en general 

deux valeurs imaginaires conjuguees de I’expression ((i))", c’est- 
a-dire deux racines imaginaires de I’unite conjuguees et du degre n. 
Seulement, on trouve, pour k = o, une racine reelle 4-i, et, pour 
”, une autre racine reelle — i. En resume, lorsque n est pair, 
[’expression 

(('))" 

admct deux valeurs reelles, savoir 

-4- I, — I, 


avoc n — 2 valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 


5D 

/ . 2 V 

COS h y— I sin — , 

f 7 X j , 4 

, , cos-^ h v— I sin — j 

(4) {ii n 


cos 


(n — 2)71 / . (/l-~2)7T 

^ h 1 Sin 7 


2 71 / . ^ 

cos V — ism — 7 

n ri 

4 / • 4 TT 

cos-^ — ’ 


(n — 2)Tt / . {n — 2)T. 

cos— (/— I Sin^ — 


Le nombre total de ces valeurs reelles ou imaginaires est egal a n. 

Supposons, par exemple, n = 2 . On trouvera qu il existc deux va- 
leurs de I’expression ^ 

((!))% 
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ilk 

ou, ce qui revient au meme, deux valeurs de x propres a verifier I’e- 
quation 

et que ces valeurs, toutes deux reelles, sent respectivement 

H-i, —I. 

Supposons encore n — 4 . On trouvera qu’il existe quatre valeurs de 
I’expression 

• ■ ((i)A 

ou, ce qui revient au meme, quatre valeurs de x propres a verifier 
I’equation 

x’' — l. 

Parmi ces quatre valeurs, deux sent reelles, savoir 

-HI, —I. 

Les deux autres sont imaginaires et respectivement egales, la pre- 
miere a 

TT / . TT j 

COS — I- V — I sin - — -t- \J — I , 

la seconde a 

7t / . Tt / 

COS V — I sin — — V — 1 . 

2 2 

Corollaire II. — Lorsque n est impair, les diverses valeurs que le 
nombre entier k pent recevbir, sans sortir des limites o, sont res- 
pectivement 

n — I 


Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (3) fournit en general 

deux valeurs imaginaires conjuguees de I’expression ((-i))", e’est- 
a-dire deux racines imaginaires conjuguees et du degre n. Seulement, 
on trouve, pour k = o, une racine unique et reelle, savoir -h i . En 
resume, lorsque n est impair, I’expression 
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admet, avec la seule valeur reelle 

4- I, 

n — I valours imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 

1 TT / . 2 TT 

COS \J ~i Sin ) 

n n 

4 TT ! . 4 

COS v/— I sm — 7 

n n 


(/2 — l)7T / . (/I— l)7r 

^ j— J sin i ^ . 

n ^ n 

Le nombre total do ces valeurs reelles ou imaginaires est egal a n. 

Supposons, par cxemple, « = 3. On trouvera qu’il existe trois va- 
leurs de I’expression 

((0)i 

ou, ce qui revient au meme, trois valeurs de a^propresaverifierl’e- 
q nation 

et quo ces valeurs, dont une est reelle, sont respectivement 


3 71 / , '2 TT 

COS — --h v— I sin — , 
n ^ n 


( 5 ) 


cos • 


i\ n 


. 47r 
1 sm — 5 
n 


cos 


s ^ i 1- I sin 


(/?. — Ott 


cos 


2 7T 


— _ , 2 71 

— I sm 


cos- 


2Tr 


— \j— I sin 


271 

T' 


De plus, le cote de I’hexagone etant, comme on sait, egal au rayon, et 

2 

le supplement de I’arc sous-tendu par ce cote ayant pour mesure -y > 
on obtiendra facilement les equations 


2 71 
COS-y 


sin- 


27t 


i 

3-' 


on vertu desquelles les valeurs imaginaires de 1 expression ((i)) se 
reduisent k 


I 3^ 


i 

3* 
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Corollaire 111. — n designant un nombre entier quelconque, le 
nombre des valeurs, soit reelles, soit imaginaires, de I’expression 

((i))'\ ou, ce qui revient au weme, le nombre des valeurs de cc pro- 
pres a verifier Tequation a:"= i restera toujours egal a 

ProblMe II. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de 
I’expression 

tn 

Solution. — Les nombres m et n etant supposes premiers entre eux, 
on aura, d’apres la definition meme de rexpression ((f))", 

((!))" = L((f)rJ ; . 


puis, en remettant pour ((i))" sa valeur generale tiree de I’equa- 
tion (3), on trouvera 


et, par suite, 

(6) 



Pour deduire de cette derniere formule toutes les valeurs de ((i))"> 

. il ne reste qu’a donner successivement ii k toutes les valeurs entiferes 
comprises entre o et Soient k', k" deux de ces valeurs supposees 
inegales. Je dis que les cosinus 

77Z.2A'^7r m.2A"7C 

cos J cos 

ji n 

seront necessairement differents I’un de I’autre. En effet, ces cosinus 
ne pourraient devenir egaux que dans le cas oil les arcs qui leur cor- 
respondent seraient lies entre eux par une equation de la forme 

m.-ik'Tt . , , m. 2 k"'K 

=± 2 Ait dr , 

n 


a 



I‘HKMIKUK l‘AirnK. ClIVPITliK VII. 
h (Icsiiiminl im liouiltri' Or on tiro do o.otto dquatioii 

, /«( ‘ k' ' 


11 t'audrait diino, iniisquo m ohI proiuior a n, (|uo ^ k' ^ k” Cut divisible 
{tar «. fo ijtiNm no lanrait 5nliui*ttro, atlondu (|Uo, los iionihros k , k" 
olaiil ini>'an\. ol i liaotin d'on\ no jtouvani siir|iassor \n, lour .sttinino 
itu lour diiroronoo o-t nooohsairojiiont inl'diioiiro a «. Ainsi, doux va- 
b‘urH dilfVronto't do k oonqtrisos oniri* los limitos o ol j// rouruissonl 
di'HX viiloitrs diiroroiilos do 

m , ■-! k Z 

vn^ 

n 

On otinolnl aisoinon! do ootio rontarquo, quo los vab'urs rdollos ou 
iiua}{i«itiros do rotjtro'-Hinn (i 1 0“ donnoos j»ar rHjuation (())sttn( on 

i 

nioino iniinbro quo lo^ valours roollos mj iinaginairos do (t i ))" dotor- 
ininoos jtar tVquatinn ( S ). Do jilus, ooinnto oft a dvidotumoni 


ffi , ■'! A Z 


\ » "to ’I o«H(»i.aXir) ' ^ f siii(m.'4A7r} 


il on rosulto quo louto valour do (( t)f osl nno oKprossinn rdollo (tii 
iinajfifiairo doiif la jiiiissaui’o « dijtiivaul ii riuiitd, (tar cnnsdfinont lino 

I 

valour do u t ir. Cos obsorvatinns ooniluisoni li la (nrumlo 

#»» I 

(:» «('ir 

dans laquollo lo sigiio iiidiqno sotiloinonl (jtlo runo dos valours du 
jtromior fin-iiibro ost tnujnurs d}(a!o ii runo dos valours du soonud. 

I’iiDinwn III. Tntuvrr h% t/nrm'X mlrun rMlt's on imtigi/iairts tic 
/’r i«rr sin»/i 


Snititum. Ou aura, d’jqirds la dofiiiilinu dos (tuis.sauoos ud{(; 




* 1 # i; 


ill 
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puis, en remettant pour ((i))" sa valour generale tiree de I’^qi 
tion (6), et ayant egard a la formule (9) du paragraphe precedent, 


( 8 ) 


((i)) " — cos \J— i sin 

/I n 


II suit de cette derniere equation que les diverses valeurs de ((i)) 

in 

sont les memes que celles de ((i))'‘, et par consequent egales a cell 
1 

de ((i))". On a done 

( 9 ) ((>)) " = ((!))", 

le signe = devant etre interprete comme dans I’equation (7). 
Corollaire. — Si Ton fait /n = 1 , la formule (9) donnera 

(to) ((0)"^=: ((,))«. 

Supposons maintenant que Ton clierclie les racines et puissanci 
fractionnaires, non plus de runite, mais de la quantite — i. Les r 
cines de cette quantite, ou, ce qui revient au meme, ses pui 
sances du degre seront les diverses valeurs de I’expression 

et de meme, les puissances fractionnaires de — i, positives ou nfegi 

lives, du degre — ou — — > seront les diverses valeurs de 
° n n 


((_,))« ou ((-!)) «. 

En consequence, pour determiner ces racines et ces puissances, 
suffira de resoudre I’un apres I’autre les trois nouveaux probl^mr 
que je vais enoncer. 

Probl 4 me IV. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires a 
r expression 

((- 0 )^- 
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Solution. — Soit 


X = /'(cos^ H- \J~ I sin^) 


Tune de ces yaleurs, r designant une quantite positive, etif iin arc reel 

1 

On aura, d’apres la definition meme de I’expression ((— i))”, 

(ii) I 

ou, ce qui revient au meme, 

r"(cos«< 4- \J— I smnt) — — i. 


On tircra de cette derniere equation (a I’aide du theoreme 1, § II), 


et, par suite. 


cos /If = ■ 


cos rtf + y/— I sin/if = — I, 
r = r, 

• I, sin/i< = o, /If = ± (2 A- -(- 1 ) 71 , 


k rcpresentant un nombre entier quelconque. Les quantiles r et f etant 
ainsi detcrminees, les diverses yaleurs de x propres a verifier I’equa- 
tion (i i) se trouveront evidemment comprises dans la formule 


( 12 ) 


X — cos 


(2A-(-i)7t 


En d’autres termes, les diverses valeurs de (( i))“ seront donnees 

par I’equation 


(i3) 


((— l))" = cos 


(2A-f-i)7r 


V- 


I sin 


(2/: -M)tt 


Soit maintenant A le nombre entier le plus rapproche du rapport 

— ±i ■ La difference entre les deux nombres A, sera evidem- 

2/1 

iidcnt unc fraction dc numeratcur impair, inferieure ou tout au plus 
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egale a 1; en sorte qu’on aura 


ik - 




2 /^ 


2 >i'-h I designant un nombre impair egal ou inferieur a On en coe 
dura 


(2/:-4-i)7r , ,(2A*'-f-07r 

2/171 db 3 


(2A-{-i)7T . , . ( 2 A-i-r) 7 T 

cos ^ ±: v'— I sin cos 


n 

( 2 /t'-i- 1)7: 


n 


I Sin ^ —• 


Par consequent toutes les valeurs de ((— i))" seront comprises dan 
la formule 


(2 Ar'-i- i)tt , , . (2/f'-+-r)7r 

cos ^ rb sj— i sin — , 


si Ton y suppose -ik ' r renferme entre les limites o, n, ou, ce qu 
revient au meme, dans la formule (i3), si Ton y suppose 2 k-\-i ren 
ferme entre les memes limites. 


Corollaire I. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que 2 k 
peut recevoir, sans sortir des limites o, n, sent respectivement 


I, 3, 5, « — 1 . 

Pour chacune de ces valeurs de 2 ^+ r, la formule (i3) fournit ton 

I 

jours deux valeurs imaginaires conjuguees de I’expression (( — i))" 


Par suite, cette expression, dans le cas que nous considerons ici 
n’admet point de valeurs reelles, mais seulement n valeurs imagi 
naires conjuguees deux a deux, savoir : 


(• 4 ) < 


cos- +v/- 

— . TT 

-I Sin — 5 

71 

cos- 


— . 71 

- 1 sm - , 

n ^ 

n 

n 

n 

cos h v/— 

— . Stt 

- r sin — 5 

Stt 
cos — 

-v/= 

- . Stt 

I sin — > 


n 

ri 

n 

(/i — i)7r 

cos 

n 

a 

{n 

cos- — 

— i)7r 

n 

— y/bir 7 sin 
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Supposons, par exemple, n=i. On trouvera qu’il existe deux 

1 

valeurs de I’expression ((— 1 ))% ou, ce qui revient au meme, deux 
valenrs de x propres a verifier I’equation 

x"^ — — I , 

et que ces valeurs, toutes deux imaginaires, sent respectivement 

71 / . 71 / 

COS — 1- V— I sm- “ v/— I, 

2 2 V ? 

7T ; . 7t j 

COS y— I sin - =1 — u — i. 

2 2 


Supposons encore n = 4- On verra qu’il existe quatre valeurs de 

’ 1 

[’expression ((— i))^ ou, en d’autres termes, quatre valeurs de x pro- 
pres a verifier [’equation 


ct que CCS quatre valeurs sont comprises dans les deux formules 

, It , j—r . n 

cos 7 ±v — I sin 7 > 

4 4 


Stt , / . 3n 

cos -J- ±: v' — I sin > 


OU, ce qui revient au meme, dans la seule formule 


Comme on a d’ailleurs 


±cos7 ±v— I smT- 

4 • 4 


TT . 71 I 

COS 7 ^Siny = — J 

4 4 1/2 


on trouvera definitivement 

((_I))‘ = ± 


Corollaire 11. — Lorsque n est impair, les diverses valeurs que 
j peut recevoir sans sortir des limites 0 et /i sont respective- 
ment 

I, 3, 5, «— 2, n. 
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Pour chacune de ces valours de 2 ^ H- i, la formule (i3) fournit en 

neral deux valours imaginaires conjuguees de Texpression ((— i] 
c’ost-a-dire deuxracines imaginaires de — i conjuguees et du degre 
Seulement on trouve, pour 2 ^ + 1 = n, une racine unique et reel 

savoir — i. En resume, lorsque n est impair, I’expression ((— 1 
admet, avec la seule valour reelle 


— I, 

n — I valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 


(,5) 


TT 


, ^ 

COS - 

H- V 

/— i Sin - , 

n 


11 

3 ii 


1 . Stt 

cos — 

H- 1 

J— i Sin — 

n 


/I 


in — 2)71 / . hi — 2)11 

sin^ 


71 ! . 71 

COS - — V— 1 sin- ) 
n 11 

3 ^ ^ 3 ^ 

cos I sin — , 

n n 


(/i — 2)7r , . (n—2 

cos ^ — \J—i siri-^ 


Le nombre total de ces valeurs reelles ou imaginaires est egal k n. 

Supposons, par exemple, n = 3. On trouvera qu’il existe trois 

\ 

lours de I’expression ((— i))% ou, ce qui revient au meme, ti 
valeurs de x propres a verifier I’equation 

— I, 

et que ces valeurs, dont une est reelle, sont respectivement 


7 T / .71 I 3 * / 

C0S3+v/->s.n^=:-4--s/-., 

71 ; . TT I 3 ^ / 

cos^-v/-ism^ = - 

Corollaire III. — n designant un nombre entier quelconque, 

nombre des valeurs, soit reelles, soit imaginaires, de I’express 

1 

((— i))", qu, ce qui revient au memo, le nombre des valeurs d( 
propres a verifier I’equation 37 " = — i, restera toujours egal b n. 
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Probleme V. — Trouver les dwerses valeurs reelles ou imcLginaires de 
['expression 

m 

((-or- 

Solution. — Les nombresm et« etant supposes premiers entre eux, 

in 

on aura, d’apres la definition meme de I’expression ((— i))". 


((-'))'• = [((- on ; 


puis, en remcttant pour ((— i))" sa valeur generale tiree de I’equa- 
tion (i3), on trouvera 


(i6) 


((- 0 )" = 


COS 


m(2/i -h r)7r 


I sin 


m{2k 


Pour deduiro de cctte dcrniere formule toutes les valeurs de ((—■ i))", 
il ne restc qu’a donner successivement a toutes les valeurs 

entiercs et impaircs comprises entre o et n, Soient 2 ^' 4 - 1 , 2 k "-{- 1 
deux de ces valours supposees inegales. Je dis que les cosinus 


cos 


m ( 2 A*' -4- J ) 71 
n 


COS 


m{2 k’' ~h i)Tt 
n 


seront necessairement differents Tun de I’autre. En effet, ces cosinus 
no pourraicnt devenir egaux que dans le cas oil les arcs qui leur cor- 
respondent seraient lies entre eux p.ar une equation de la forme 


m{2k' Ott 
n 


= ib 2 /iTT ±: 


/n ( 2 + I ) TT 

j 

n 


h designant un nombre entier. Or on tire de cette equation 


: (2A:^-1- r) ± (2F-1- i) ' 
2 


II faudrait done, puisque rn est premier a n, que le nombre entier 

± (2 i) ±{2k" -^j) 


2 
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fut divisible par «, ce qu’on ne saurait admettre, attendu que, 
nombres o,k' 1, etant inegaux, et chacun d’eux ne pouvi 

surpasser n, leur demi-somme, et, a plus forte raison, leur demi-dil 
rence, est necessairement inferieure a n. Ainsi deux valeurs differen 
de 2i -+- 1 comprises entre les limites o et n fournissent deux valei 
differentes de 

771 ( 2 /{■ 4- T ) TT 

COS ^ 

/^ 

On conclut aisement de cette remarque que les valeurs reelles ou ii 

■m 

ginaires de I’expression ((— i))" donnees par I’equation (i6) sent 

1 1 

nombre de n, comme celles de ((i))" et de ((— i))". De plus, com 
on a evidemment 

r m( 2 A'+i) 7 r , / . /?i( 2 A'-)-T) 7 r’l" 

cos — ±: \J— 1 sin — — 

L « ] 

= cos!n{2k Oir ±: \/— i sinm(2 ^ - 4 - 1)71= (— i)"'=:::± i, 


il en resulte que toutc valeur de ((— i))“ est unc expression reelle 
imaginaire dont la puissance equivaut a ±:i, par conseque 

1 1 

une valeur de ((i))" ou de ((— i))". Cette remarque conduit a I’^q 
tion 

m 1 

(17) ((- 0 )" = {('))", 

toutes les fois que (— 1)'”= i, c’est-k-diro toutes les fois que m esl 
nombre pair, et a la suivante 

7n 1 

(18) ((_!))»=((-,))", 

lorsque (— i)'"= ~ i, c’est-a-dire lorsque m est un nombre imp 
Ajoutons que Ton peut comprendre les equations (17) et (18) d 
une seule formule, en ecrivant 
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Probleme VI. ~ Trouper les dwerses Daleurs reelles ou irnaginaires de 
r expression 

m 

((-Of"- 

Solution. — On aura, d’apres la definition des puissances nega- 
tives, 

((- 1 ))” 

• HI 

puis, en rcmettant pour ((— i))" sa valeur generale tiree de I’equa- 
tion (i6), et ayant egard a la formule (9) du paragraphe precedent. 


(20) 


((- 0 ) 


; COS 


ni f 2 A- -4- I ) 71 


: 1 sin 




11 suit de cette derniere equation que les diverscs valeurs de (( — i)) " 

m 

sont les memcs que cclles de ((i))" ; on aura en consequence 


(21) 
et 

(22) 


((— 1)) "=::((i))'‘ si m est pair 


((— i)) 1))“ si /n est impair. 


A la place des deux forinules qui precedent, on pent se contenter 
d’ecrire la suivante : 

1 

(23) ({-!)) "=(((-!)"■))". 

Corollaire. — Si Ton fait/w = i, la formule (28) donnera 


(24) 


((->)) ":=((-l)A 


lUn terminantce paragraphe, nous ferons remarquer que les equa- 
tions ( 3 ), (G), (8), (r 3 ), (i6) et (20), a I’aido desquelles on deter- 
mine les valeurs des expressions 

1 m m 

iW', ((•))”. ((O)""- 

♦ 1 m m 

OEuvres de C., S. II, t. III. 


24 


186 


COURS D’ANALYSE. 


peuvent etre remplacees par deux formules. En effet, si Ton de 
par a une quantite positive ou negative dont la valeur numeriqu' 
fractionnaire, la valeur de ((i))“ determinee par I’equation (3) 
ou (8) sera evidemment 

( 25 ) ((i))«= c,o%ika%±\j — I sin2X'a7r, 

tandis que la valeur de ((— i))“ determinee par I’equation (i3), 
ou ( 20 ) sera 

(26) ((— 1))'‘ = cos('2^ + i)a7r dz \l — i sin (2 A‘ \)a-K. 

Dans les deux formules precedentes, on pent prendre pour 
nombre entier quelconque. 

§ IV. — Sur les racines des expressions imaginaires et sui 
leurs puissances fractionnaires et irrationnelles. 

Soit 

a -t- 6 d — I 

une expression imaginaire quelconque. On pourra toujours tr 
{voir le § II) une valeur positive de p et une infinite de valeurs r 
de 9 propres a verifier I’equation 

(i) a -(- 6 I “p(cos0 -1- V— J sine). 

Cela pose, concevons que Ton designe par m et n deux nombr( 
tiers premiers entre eux. Si Ton fait usage des notations adc 
dans le § 1, les racines 71 '^^ de I’expression a h- 6 sj— i , ou, ( 
revient au meme, ses puissances du degre seront les divers 
leurs de 

1 

s/~ ' = (( a d- 6 v/“ 1 ))"; 

et, de meme, les puissances fractionnaires de oc -h S sj— i positr 
negatives, du degre ^ ou — seront les diverses valeurs de 

m * 

((a -h 6 V^— i))'' {(a S\/— i)) 
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En consequence, pour daerminer ces racines et ces puissances, il 
suiBra de resoudre I’un apres I’autre les trois problemes suivants : 
Probleme I . — Trouver les dwerses valeurs de V expression 

((a + 6v/=r?))». 

Solution. — Soil 

X = /'(cosi -+- sini) 

Tune de ces valeurs, r designantune quantile positive et t un arc reel. 
On aura, d’apres la delinition meme de Texpression ((a -f- 6y/~ x))", 

(-0 + 1 HZ p(cos0 H- v/— I sin^), 

ou, cc qui revicnt au meme, 

^innc) p(cos6 4- V' — ^ sin 6'). 

On tirera de cette derniere equation, a I’aide du theoreme I, § II, 

;- = p, 

cosAi^-h v^"~i sinn^z=cos0-hv^~i siaS 

et, par suite, 

1 

r rr: p", 

cos/i^ 1 = cos^^, sinnt=:sind, nt=d±:2kTtf 

__ 6 ±:2k7i 
t ' — 7 

n 


k representant un nombre entier quelconque. Les quantites r ett Mant 
ainsi determinees, les diverses valeurs de x propres a verifier I’equa- 
tion (t) seront evidemment comprises dans la formule 


If B±2kTi f . B±:2kTi\ 

X p'" ( COS h V — J sm — — j 

- / B , . B \ [ 2 kit 

~ p" [ cos -- -H s/— [ sin - 1 ( COS : 

OU, ce qui revient au meme, dans la suivante : 

,Tzz:p'' (^COS^ 4-^/— I sin|^((l))". 


. 2k7c\ 

1 sin 

n j 


( 3 ) 
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En d’aiitres terines, {’expression ((a -t- S y/ - 1))", aussi bien 
((i))^, admettra n valeurs differentes determineos par {’equation 



Corollairel. — Supposons « = 2 ; on trouvera qu’i{ existe deux 
{ears de {’expression 

((s£+ 6^/ - 

ou, ce qui revient au memc, deux vaieurs de x propres a v6ri 

{’equation 

a + 6\/-— Tr- p(cos^ -t- - I sinO), 

et que ces deux vaieurs sent comprises dans ta formiiie 
ip'^Ycos^ -f-\/--7sin I )• 


Corollaire II. — Supposons encore n 3; on trouvera qu’il ex 
trois vaieurs de {’expression 


ou, ce qui revient au inemc, trois vaieurs do x propres a veri 
{’equation 

a -(- o \/7 . 1 ~ p(cos5 -H 1 sinS), 

et que ces deux vaieurs sont respectivement 


- ( Q ^ 3 \ 

p"* (cos^ - 1 - Sin g 

9 

3 


p" I COS 2 -4- V— I Sin ^ ) cos —r ^ 


27r \ 

Y) 


\( 9 +• 271 , / . 9 4 - 2 71 

: p I COS h I SHI 


3 


9 


. 9 


p I cos ^ v/-~ I sin ^ cos -T 


2 71 


r • tt \ 

V - I sin 1 


1 

— 


9 — 2 TT 


•T / t/ A 7l / » 

— pM COS — 5 H v I sm 


, 9 2 7r 
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Corollaire III. — Supposoiis enfin n = 4 ; on trouvera qu’il existe 
quatre valours do I’expression 

ou, ce qui revient au meme, quatre valeiirs de x propres a verifier 
I’equation 

cc'‘-=(x. + 6\/— I =r:p(cOSi9-|- siiiS), 

ct quo CCS quatre valeurs sont comprises dans les deux formules 


. {( 6 , — . e\ 

±p‘( cos;^ H-y— I sin 


; p* ^sin j — y — 1 cos^ 


PRORLftsir, II . — Trouver les diverses valeurs de 1’ expression 

m 

Solution. — Les nombres metn etant supposes premiers entre eux, 

m 

on aura, d’apri's la definition meme de I’expression ((a-f i))'", 

mV 1 1 

((„ + ev/3-.))-=[((„ + 64/“.))q ; 

1 

puis, en remettant pour — i))" sa valeur generate tiree de 

I’equation (4), on trouvera 

7 n m / p. r\\ w 

(5) ((a 4- 6 l^cos-™ 4-v/— I sin^j((i))". 

m 

Corollaire /. — Si dans I’equation (5) on remet pour ((i))" sa va- 
lour tiree de la formule (6) (§ III), on obtiendra la suivante : 


in ^ r 

(6) ((a-H-6v'-“i))"--p'' C 


m(0 ± 2 A-tt) 


- 4 - - 1 sill 


m(0 ± 2 kit) 


PiiOBLfeME III. — Trouper les dwerses valeurs de V expression 

m 

((a + Sv'-i)) 
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Solution. — On aura, d’apres la definition meme des puissances 
gatives, 

jn 

((a-+-6v/— i))" 


puis, en remettant pour ((a + ^\J— r))" sa valeur tiree de I’eq 
tion ( 6 ), et ayant egard a la formule (i 7 ) du § II, on trouvera 


((o£ + 6v/-i)) 

m(Q±^kTt) 
— P ^ \ cos — ^ ^ 


. m(0±:2A:7r)" 

— V — I sin 


n 


niB 


/ .. m B 

cos \J—i sm — 

Ji n 


m.'ik'K / . m.Q,k%\ 

cos qz V“ I sm 


J 


ou, en d’autres termes, 


(7) 


((an-Sv^-i)) "=1 


COS 


mt 


— \/— I sin 


m B 


(( 0 ) 


Corollaire /. — Si Ton fait m = i, I’equation (7) donnera 

(8) ((a + Sy/— i)) " = p " ^cos “ — V/— I sin^^ ((i)) 


Aprfes avoir fixe, comtne on vient de le faire, les diverses vah 
des quatre expressions 


((« + 6 \j— i))" , 

((« + 6 v/=^))'". 


((^ 

((= 


m 

0 ) 


on reconnaitra sans peine que les equations (4), (5), ( 8 ) et (7 
I’aide desquelles on determine ces valeurs, peuvent etre rempla' 
par une seule formule. Si Ton represente par a une quantite posi 
ou negative dont la valeur numerique soit fractionnaire, la forn 
dont il s’agit sera 


((« + 6 ^^— i))“= p''(cosa 9 -h \/— 1 sinaS) ((i))®. 


(9) 
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Dans les calculs qui precedent, p designe toujours ]e module de 
I’expression imaginaire i, c’est-a-dire la quantite positive 

et 6 I’un quelconque des arcs propres a verifier I’equa- 
tion (i) ou, ce qui revient au meme, les equations (4) du § II, savoir 


(lo) 


cos 6 : 


-h 


sin 6 — 




En divisant ces deux dernieres Tune par I’autre, on en conclura 

g 

(ii) lang^”-. 

a 


Par suite, si Ton nomme ^ le plus petit arc, abstraction faile du signe, 

g 

qui ait pour tangente ou, cn d’autres termes, si Ton fait 

g 

(i 2 ) ? = arclang-> 

on trouvera 


(i3) lang0 = tang?. 

Cela pose, il deviendra facile d’introduire au lieu de I’arc 0, dans les 
diverses formules rapportees plus haut, I’arc 'C, dont la valeur est com- 
pletement determinee. On y parviendra, en effet, par les considera- 
tions suivantes. 

Les arcs 0 et ayant la meme tangente, auront aussi, abstraction 
faite du signe, le meme sinus et le meme cosinus ; et, comme d’ailleurs 
I’equation (i3) peut se mettre sous la forme 

sin0 sin? 

cos 9 cos?’ 


il est clair que, pour y satisfaire, on devra poser en meme temps ou 

(i4) cos0 = cos?, sin0 = sin? 

ou bien 

(•5) cos0 = — cos?, sin0=:— sin?. 
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De plus, la valeur de cosG determinee par la premiere des eqi 
tions (lo) etant CTidemment de meme signc quo a, (aiulis que I’aw 
compris entre les limites + 7 toujours un cosinus posillf, 

en resulte que, des equations (j4) et (i5), les deux [)rcmieres su 
sisteront, si a estpositif, etles deux dernieres, si a (ist negatif. Voyo 
maintenant a quoi se reduisent, dans ces deux hypotheses, les ft 
mules (1) et (9). 

Si d’abord on suppose a positif, les equations (ro) pourront ftt 
remplacees par les equations (i 4 ). et Ton deduira de ctdles-ci u 
infinite de valeurs de G, parmi lesquelles on doit remarquer la st 
vante : 

(16) 0 = t ;. 

Lorsqu’on fait usage de cette valeur, les formules (r) e( (9) devienne 
respectivement 

(■7) a H- 6 V ^— 1 = p(cos? H- — isin? ), 

('8) ((a + S V^-- i))"‘=;p"(cos«? •+- v '-- 1 sinr/?) ((i))". 

Si Ton suppose en second lieu a negatif, les etpi'ations (10) pou 
ront etre remplacees par les equations (i 5 ), desquelles on deduir 
entre autres valeurs de 0, 

( 19 ) 5 = ^ -H 7T. 

Par suite, on pourra, dans, cette hypothesc, aux formules (i) et (t 
substituer cedes qui suivent : 


( 20 ) 

a -f- 6 y/ — I .-3Z — 

p(^cos^ H- y' — I sin 

C), 


1 

((« + 6v/~))“ 




(21) 

= p“[cos(«?H-(2 7r)H-v' 

— I siri(aC ■+• an) [ 

(('))" 


I 

--•p“(cosaC -h sin«^) (cosa^n: -f- y- i 

1 sin (7 71 

)(('))'•■ 

Si Ton 

fait en particulier a + 

6v'— t = — I, (, 

;’est-a- 

•dire a 
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6 = 0, on trouvera 

^zzzaretan®’ ino, 

— 1 

et la formule (21) deviendra 

(22) ((— i))“= (eos^TH- v/^ sinan) ((1))®. 

11 eii resulte qu’on aura generalement dans I’hypothese admise 

(23) ((otH- 6\/— i))“=p«(cosaC H-V^^sina?) ((— i))". 

Kn reunissant aux formules (17), (18), (20) et (23) les equations (25) 
ct ( 26) du § in, on obtiendra definitivement les conclusions suivantes. 

Soicnt (x + 6 \j— I line expression imaginaire quelconque, a une 
quantile positive ou negative dont la valeur nuraerique soil fraction- 
naire, et k un ndmbrc cntier choisi arbitrairemenf. Si Ton fait, de 
plus, 

g 

(24) p = ? =r arc tang -j 

on aura, pour dcs valours positives de a, 

/ a -4- 6 \/— I = p(cosC 4- \/— 1 sinC), 

(^ 5 ) I 6 \/— i))'*= p^(cosaC 4 - sin^^C) ((0)"> 

( ((1))^= cos 2^(2 71 ih v/— I sin 2 /raTr, 

et, pour des valeurs negatives de a, 

S ^ — I p^cosC -f- v^— I sinC)y 

_4_. g yC_ i)y z=z p'*(cosaC -h y/— I sinaC) ((— i))«, 

((— i))^= cos (2 A' -t- I arc) ±: sj— i sin(2 A -+- x arr). 


On doit ajouter que, si Ton designe par n le denominateur de la trac- 
tion la plus simple qui represente la valeur numerique de a, n sera 
precisement le nombre des valeurs distinetes de chacune des expres- 
sions 

et que, pour deduire ces memes valeurs des formules ( 25 ) et (26), il 

OKuvresdeC. — S. U, 1. III. aS 
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sufflra d’y substituer successivement, au lieu de ik et dc 2/1: H- i, t( 
les nombres entiers qui ne sortent pas des limites o et /?.. 

Si la valeur numerique de a devenait irrationnellc, cliacune ( 
expressions reduites 

c.os'ikaTc ±: \f— i sina 
cos(2A -h l aTi) ± \J— I sin(2 A -f- 1 rtn), 

aurait un nombre indefini de valeurs correspondantes aux divers 
valeurs entieres de k-, et, par suite, on ne pourrait plus admettre df 
le calcul les notations 

((0)“> ((— 0)“. ((« + 6\/— i))", 

a moins de considerer chacune d’ellcs coimue propre a represen 
une infinite d’expressions imaginaires distinctes les. lines des autr 
Pour eviter cet inconvenient, nous n’cmploierons jamais les notatic 
dont il s’agit que dans le cas ou la valeur numerique do a sera fr 
tionnaire. 

Parmi les diverses valeurs de ((r))“, il en est une toujours reelle 
positive, savoir, -i-i, que Ton indique par la notation (t)“ ou i“, 
faisant usage de parentheses simples, ou rneme les supprimant ent 
rement. Si Ton substitue cette valeur particuliere de ((())“ dans 
seconde des equations (sS), on obtiendra une valeur correspt 
dante de 

que I’analogie nous porte a indiquer, a I’aidc de parentheses siinpl 
par la notation 

(c£ -1- S l)''. 

C’est ce que nous ferons desormais. Par suite, on aura, cn supposi 
a positif, et les quantites p, C determinees par les equations (24). 

{:i7) (« -t- 1 )“= p“(cosa? -I- \J — t siii«S). 

Cette derniere equation ayant lieu toutes les fois que la valeur nun 
rique de a est entiere ou fractionnaire, I’analogie nous conduit enc( 
a la considerer comme vraie dans le cas oii cette valeur num^riq 


PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE VII. 195 

devient irrationnelle. En consequence, nous conviendrons de desi- 
gner par 

(a -f- 6 v/— i)“ 

le produit p‘*(cosrtC -h \/— i sinaJ^), dans le cas ou a sera positif, quelle 
que soil la taleur reelle attribuee a la quantite a. En d’autres termes, 
si Ton designe par X, un arc compris entre les limites — -j on 

aura, quel que soil a, 

[p(cosC y — I sinC)J“— p‘'(cosa!S -1- \j— i sin«C), 

Si dans Tequation preccdente on fait p = r, elle deviendra 

(28) (cos? I sin?)“=:: cosfl? -+- \/— I sina?. 

Cette dernicre formule est entierement semblable aux equations (10) 
et(i 4 ) du § IT, avec cette seule ditference qu’elle subsiste uniquement 
pour des valeurs de C comprises entre les limites — 
que les equations dont il s’agit s’etendent a des valeurs quelconques 
do 0. 

Lorsque la quantite a devient negative, on ne voit plus, meme en 
supposant fractionnaire la valeur numerique de a, quelle est celle des 
valeurs de I’expression ((a -+- S\J— 1))“ que Ton pourrait distinguer 
des autres et designer par la notation 

Maisalors, — a etant .uoe quantite positive, il est facile d’etahlir, pour 
des valeurs quelconques de a, la formule 

(29) ( — a — S\/— i)“=r p“(cosa? -H \/— i sin a?). 

Nous tesminerons ce paragraphe en faisant observer que, dans le cas 
oil la valeur numerique de a devient fractionnaire, les formules (27) 
et (29) reduisent les equations (18) et (aS) a celles qui suivent 

((« + 6 v/:ri))«^ (_ « _ 6 ((- .))«, 


( 3 o) 

( 3 .) 
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I’equation (3o) ayant lieu seulement pour des valeurs positives de 1; 
quantite a, et I’equation (3j) pour des valeurs negatives de la menu 
quantite. 


§ V. — AppUcalions des principes etablis dans les paragraphes precedents 

Nous allons appliquer les principes etablis dans les precedents pa^ 
ragraphes a la resolution de trois problemes sur les sinus et cosinus 

Probleme I. — Transformer sinms et co'imz- (w designant un nombn 
entier quelconque) en un poly name ordonne Sidvant les puissances ascen 
dantes et entieres sin on du rnoins en un produit forme par la multi 
plication d’un semblable polynome et de cos;:. 


Solution. — Lorsque dans les equations ( 12 ) du § II on remplace le.: 
puissances paires de coss par des puissances entieres de i — sin®s 
ces equations deviennent, pour des valeurs paires de m, 


COSW2 5 (i — sin-^)“ (i — sHi-^) ^ sin^ 


J , 2 


sin 771 .3 COS 


in(m — I ) ( m — 2) { rn — 3 ) 

1 . 2 . 3.4 

\ in w— 2 

j *2 

ni {in — I ) ( — 2 ) 
1 . 2.3 




m — > 

( I — sin^.G) sin ^5 , 


]• 


et, pour des valeurs impaires de m, 




cosm^ “ cosj (i — sin-.3) - 


m [m — I ) 


1 . 2 


(i — sin^^) sin^-3 


J . 2 . 3.4 




sinm: 


= —(i — - sin^j 

s ^ ^ 


m{in — i){m — 2). . ^ , 

— (i — sin^.:r) ^ sin^-3-h...* 


1 . 2.3 
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Si 1 on developpc les seconds membres des quatre formules prece- 
dentes, ou du moins les coefficients de coss dans ces seconds mem- 
bres, en polynomes ordonnes suivant les puissances ascendantes et 
entieres de sins, on trouvera, pour des valeurs paires de m. 


cosm j ; 


m m — r r 
-7 -f- - ) sin-x; 

— a) /rt-i 3 3.1 


(•) 


1 . 3 


SI n /?l rz COS 5 — SI 11 js 
I 


L ^-4 

in f — 2 ) { m~~\ 


~ “H 
2 2 2 


sm^ 


* I ' 

4 . 


sin'3 • 


<■3 \ 2 2 

/n(w — 2)(7n-4 ) r(w-i)(;H — 3) to-i5 5.3 


1.3*5 


2.4 


.r 

• 4 _ 


sm** 


ei, pour les valours impaires de m. 


cosm .5 = cos<s I • 


m~~\ m. 1 . 
/ 

I V 2 2 ; 


( 2 ) 


sin mi 


m . 
smc 

I 


( ■— I ) ( /;? — 3 ) r A 72 ( m ~ 2 ) m 3 3 . 
~ "i .3 [2.4 

m(m — [) ( m — ’2 


m 3 3 . 1 "I . , 

I ! r sin^5 ■ 

2 2 2 . 4 J 


3 


sill’* 


4 - 


m(??i — 1 ) (m — 3) [“(m — 2)(m. — 4) m — 2 5 5.3 


1.3.5 


2.4 


i] 


Les equations (i) et (2) comprennent evidemment la solution de la 
question proposee. II ne reste plus qu’a les presenter sous la forme la 
plus simple. Pour y parvenir, il suffira d’observer que le coefficient de 
cbaque puissance entiere de sins renferme generalement une somme 
de fractions a laquelle I’equation ( 5 ) du Chapitre IV (§ III) permet de 
substituer une fraction unique. Par suite de cette reduction, les deve- 
loppements de cosms et de sinms deviendront, pour des valeurs paires 
do m, 


C 0 S 7 H 5 : 


m.m . ^ (m 2 )m,m(m — 2 ) . , 


. 1.2 


- sin ^5 -4 • 


I ,2.3.4 


(m +4)(wn-2)m.7re(m — 2)(w — , 

o Sin“^ -4 . 

1.2. 3. 4-5.6 


( 3 ) 
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et 


smmz — cos >3 — sin 


( 4 ) 


[ m . 
Y sir 


(m -{- 2 ) m(m 2 ) . 


1.2.3 


sin*’ 


(m (m 2 ) m(ni — 2 ) (m — 4 ) . s 

r?X4T5 


et, pour des valeurs impaires do m. 


(5) 


( 6 ) 


I r (/n 4 - 1 ) (/n — I ) . « 

I cosm5 zz: C0S5 I — ^ ^sin-^ 


( /?2 -h 3 ) ( 7?2 4 - I ) ( 7?Z — I ) {ni — 3 ) ^. 

l.vi.3.4 




ni , (m ~\-i) 7n(m — i ) . , 

sirim:; zz: — sin;s -- ^ — ;; — ^r; isin^ 

I 1.2.3 


( 772 4 - 3 ) ( m 4 ~ i)m{m. — i ) ( /?2 — 3 ) . 


'Sin*’ 


\ r.2.3.4.5 

CoroUairel. — Si dans I’equation (3) on fait successivcment 

m = 2, m — i[, m — 6, 


on obtiendra les suivantes : 


cos 25=]— 2sin*ir, 

0054-3 = 1— 8sin“5 4- 8sin‘s, 
cos6^ = i — iSsin's -1-48 sin^s— 32Sfn'3, 

Corollaire II. Si dans I’equation (6) on fait successivcment 

m — i, m = Z, m = 5, 

on en tirera 

sin sr= sins, 
sin33 = 3 sins— 4sin»5, 
sinSi: — 5 sin.3 — 20 sin’;; H- 16 sin® 5, 


pROBLtME II. Transformer sinms et cohmz (m designant un nombre 
entier quelconque) en unpolyndme ordonne suivant les puissances ascen- 
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danles et entieres de cos 5, ou da moins en an produit forme par la mul- 
tiplication d’un semhlable polynome et de sins. 

Solution. — Pour obtenir les formules qui resolvent la question pro- 
posee, il suffit de rcmplacer, dans les equations (3), (4), (5) et (6), 
s par ^ — s, et d’observer en outra qu’on a, pour des valeurs paires 
de 7n, 

\ / nT 

cosl-^ — ( — i)^ cos/n4j, 

Sin I — m 4 ;)z=:(~i)'‘ sinm-j; 


et, pour des valeurs impaires de m. 


ni TT 

cos { 

2 


m — 1 


r V m— I 

mTT \ . ~V- 

Sin ( i) - cosrnz. 


( 9 ) 


(. 0 ) 


On trouvera de cette manierc, si m est uu nornbre pair, 

in 

(— j)'^ cos>?nz = 


in ,in „ (m-h2)m.m(in — 2) 
COS--S -h ^“7 ^ COS^ 

2 I.2»3.4 


(m (m -h 2) m.m(m — 2) (m — 4)^^ e 


in r 

(— 1)“ smw-G=i=sin^ ycos^i-- 


COS^ 

i.2.S*4*o.6 

(m 2) mi in — 2) 

— cos® 

1.2,6 

{in {m-\-2) m(m — 2) (m — 4) 5^ 

■ cos Z • 


I . 2 . 3. 4 . 5 


et, si m est un nornbre impair. 


(lO 


(— i) ^ sinm 


= = sm.[, 


(m H- 1) (m — i) 


1 .2 


cos" 


(«H-3)(OT4-i)(/M~i)(7n — 3) 
• 4 


m - 1 
2 


(—t) ^ cosmG = — C0S5 — Ty cos®\: 

1 1 . 2.3 


(m-+-3) (m -hi) m( in — 1 ) ( m 3 ) ^ 

_ _ cos Z ' 

,4.5 


( 12 ) 
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Corollaire 1 : — Si dans la formule (9) on fait successivement 
m = 2, m “ 4 > — 6 , . . . , 

on obtiendra les suivantes : 

— C0S2 ^ ” I — 2 C03^^, 

cos4'^:^ ™ I'— Scos^z~h 8cos^^, 

— cos6^ ~ I — i8 cos‘^^ -H 48 — 32 cos®^, 


Corollaire IL — Si dans Tequation (12) on fait successivement 



on en conclura 

(i 4 ) 


m—i, jnzzz 3, m =5, . . . , 

cos cos-:^, 

— cosS^ = 3 cos- — 4 cos^^, 

C0S55 nr 5 cos- — 20 COS^x; -H 16 COS^Zy 


Probleme III. — Exprimer les puissances entieres de sin:; et de coss en 
fonction lineaire des sinus et cosinus des arcs 25, 3 s, 

Solution, — On resout facilement ce probleme, en ayant egard aux 
proprietes des deux expressions imaginaires.conjuguees 

cos:;-f-\/ — i^sins, cos- — y^-— 1 sins. 

Si Ton designe la premiere par u, et la seconde par on aura 

2 cos- — u-^- 2 \J— I sin - :=^ u — V, 

En elevant les deux membres de chacune des equations precedentes 
a la puissance entiere du degre m, les divisant ensuite par 2 ou par 
2 I , puis effectuant les reductions indiquees par les formules 

HZ I , 

iiH p./i 

=cos/i5, — p:=msin«-, « 

2 ’ 2 I 

dont les deux dernieres subsistent pour des valeurs entieres quel- 
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conques de n, on trouvera, si m represente un nombre pair, 


(i5) 


2^-1 C 0 S'"S = cosms + — cos(m — 2 .s) 

■4 COS(/?2 — 

1.2 ^ ^ ^ 


J H-I 

2 . m 

1.2.3... — 

2 


m 


(i6) 


(— i)‘^ 2'^*“^ = cos 772 ;: cos 


(/?2 — 2..s) 


— / j s. 

COs(m — [\,z) 


I .2 


m 


2 , //I 

1.2.3... — 
2 


et, si m represente un nombre impair, 


/ 


(17) { 


JJl V 

2/W--1 COS"*.:? = cosm :3 H- cos{m — 2,z) 

m(m — i) f j N 

• cos(^/n ~ 4.5J -f- . . . 


1.2 


m{m — i) . . . 


772-1-3 


•COS.S, 


: .2.3 . . . 


(18) 


(— i) 2 sin"* XT = sin 7725 sin(/?2 — 2.5) 

1 

772(772 — 1) . / 7 \ 

_1 L Sin( 772 — [^.z) 

TO N ^ y 


I .2 


772(772 — l). . . 


1.2.3... 


772 — I 


-sm.::?. 


Corollaire I. — Si dans la formule (i5) on fait successivement 


m = i, m.z=i!\, m — Q, 
ORuvres de C. — S. II, t. III. 


26 
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on en conclura 

2 cos^^ = cos 2^ 4- I, 

8 cos^ 4 j = cos4- 4- 4 cos 2^ 4- 3, 

32 COS®-S = cos 6^ 4- 6 008 4-^^ 4- 1 5 C0S2;3 4- 10, 


On arriverait aux memes equations, si Ton cherchait a deduire des for- 
mules (i 3 ) les valeurs successives de 

cos-5, • cos^:;, cos'*’^, . . . 

en fonctions lineaires de 

C0S25, cos4-3, cos6^, .... 

Corollaire IL — Si dans la foi’miile (i6) on fait successivonnent 
m=i 2 , m:rr4, ni 6, ..., 

on obtiendra les equations 

-- 2 sin^^; m C0S2 5 — I, 

8sin^5zzcos4-2 — 4 cos23 4 - 3, 

32 sin® =z cos 65 — 6 0054-2 4- i5 cos 2z — 10, 


que I’on pourrait egalement deduire des formulas (7), par I’elirnina. 
tion des quantites 

sia=s, sin‘ 5 , siii»5, 

Corollaire III. — Si dans la formule (17) on fait suceessivemont 

mm I, m m 3, m 5, 

on en conclura 

cos 5 — cos^, 

4 cos^ J m cos 3:; 4- 3 COS,:!, 

1 6 C0S“5 m cos 5:; 4- 5 COS 3 Z 4- lo COS:^, 
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Oil arrivoM'ait aux memes equations, si Ton cherchait a deduire des 
formules (i4) les valeurs successives de 

COSS, COS^jS, COS'^ 5 , 

(Ml fonclions lineaires de 

coss, cosS^, cos55, .... 

Corollaire IV. — Si dans la formule (i8) on fait successivement 
/?i T , = 3, m =: 5, . . . , 

on obtiendra les(^uations 

sins rz sins, 

4 sin^s rz:: sinSs ~ 3 sins, 
i6 sin^s “ sin5s — 5 sin3s + lo sins, 


(|uo Ton pourrait egalement deduire des formules (8) par I’elimina- 
tioii des (juantites 

sins, sin^s, sin^s, .... 
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CHAPITRE VIII. 


DES VAHUBLES ET FES FONCTIONS IMAGINAIIIES. 


§ I. — Considerations generales sur les rariab/es ct les fonctions 

imaginaires. 

Lorsqu’on suppose variables les deux qiiantites reclles u, o, ou 
moins Tune d’entre elles, I’expression ^ 

a 4- (> \/— I 

est ce qu’on appelle une variable imaginaire. Si, do plus, la variabl 
converge vers la limite U et la variable o vers la limito V, 

u + Vv/^ 

sera la limite vers laquelle converge I’expression imaginair(‘ 

u -1- (> y — I . 

Lorsque les constantes ou variables comprises dans une fbnet 
donnee, apres avoir ete considerees comme reelles, sont ensuitc s: 
posees imaginaires, la notation a I’aide de laquelle on exprimaii 
fonction dont il s’agit ne pent etre conservee dans Ic calcul qu 
vertu de conventions nouvelles propres a fixer le sens de cette nc 
tion dans la derniere hypothese. Ainsi, par exemple, en vertu 
conventions etablies dans le Chapitre precedent, les valours des nc 
tions 

, o 

a-{-x, a — X, ax^ — 

X 

se trouvent completement determinees dans le cas oii la constante c 
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la variable x deviennent imaginaires. Supposons, pour fixer les idees, 
que, la constante a restant reelle, la variable x reqoive la valeur ima- 
ginaire 

a 4- 6 v ^— 1 = p(cos0 rf- v/— I sin 0), 

a, 6 exprimant deux quantiles reelles qui peuvent etre remplacees par 
le module p et I’arc reel 0. On conclura du Chapitre VII (§§ I et II) que 
les quatre notations 

, « 
a a — X. ax. — 

X 

designent respectivcment les quatre expressions imaginaires 

a-f- ?cos0 + psinQ\/— 1 , 
a — p COS0 — p sm0\/— i , 

«p COS0 + ap sin(?y/ — I, 

— cos 0 — - sin 0 — I , 

P P 

ou, en d’autres termes, les suivantes : 

a -f- a 4- 6 v/ — I , 'a — a. — 6 y/ — i , aa. + a%\J — i, 
aa. aS / _ 

a-^4- 6- ~ ‘o(!h- 62 v — ' • 

En general, on tixera sans difficulte, par le moyen des principes etablis 
dans le Chapitre VII, lesvaleurs des expressions algebriques dans los- 
quelles plusieurs variables ou constantes imaginaires seraient liees 
entre elles par les signes de I’addition, de la soustraction, de la mul- 
tiplication ou de la division; et Ton reconnaitra sans peine que ces 
expressions conservent toutes les proprietes dont elles jouiraient si 
les variables et constantes qui s’y trouvent comprises etaient reelles. 
Par exemple, si Ton designe par 

X, y, , U, W, ... 

plusieurs variables suit reelles, soit Imaginaires, on aura, dans tous 
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les cas possibles, 


(0 


^ y -I- js -h . . . — ( « -f- r -f- -f- . 

zz: -4- / -4- 5 H~ . . . — U. — — . 

u{x y z — LLx + ay -h az 


X -^y -i-z ~h . 


X y z 

— _ 
u a a 


X y z xyz. . . 

- X - X - X ... 1= 

U ^ iP uvw . . . 


X 

u 

9 


vx 

u 


V 

-XX, 


Considerons maintenant la notation 

X^, 

dans le cas oil, la constante a restant reelle, la variable cc obtient la 
valeur imaginaire 

cc -l- 6 \/— I = p(cos6 -H \J — I sinS). 

Si Ton prend pour a une quantite dont la valeur numerique soit un 
nombre entier/n, cette meme notation, savoir 

aura, pour des valeurs reelles quelconques de a et de 6, une significa- 
tion precise. Elle representera I’expression imaginaire 

p"* cosmO + p'” sinwS — * - 

si a = -h m, et la suivante 

p-'" cos 6 — p”'" sin m 6 y/ — i , 

si a = — m [(uoirle Chapitre VII, § II, equations (i8) et (19)]- Mais, 
toutes les fois que la constante a recevra une valeur numerique frac- 
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tionnaire on irrationnelle, la notation 

a;“ 

n’aura plus de valeur precise et determinee, a moins que la partie 
reelle a de I’expression imaginaire x ne soit positive. Si dans ce cas 
particulier on fait 

? = arctan£;-i 
° a 

I’arc "C restera compris entre les limites — ecrivant x 

au lieu de a + S\/— i dans le § IV du Chapitre VII [(^nations (17) et 
(27)1, on trouvera 

X -- p(cosC + \/— I sin?), 

p'‘(cosa? -h \/— 1 sina?), 

en sorte que la notation xf^ designera I’expression imaginaire 

p" cosa? + p“ sina? y/— I . 

II suit encore des conventions et des principes ci-dcssus etablis 
(Chap. VII, §§ III et IV), que, pour une valeur numerique fraction- 
naire de la constante a, la notation 

{{x)Y 

represente a la fois plusieurs expressions imaginaires, dont les valeurs 
sont donnees par les deux formules 

((^))'* = .2.-“((i))“, ((i))® — cosaA-aTT ±: i sina Aatt, 

lorsque la partie reelle a de I’expression imaginaire a; est positive, et 
par les deux suivantes 

((,r))«==(— .r)®{(— i))«, 

((—!))«=: cos(aA -\-\)a'K±\l—i sin (a A -h 

lorsque la quantite a devient negative {{voir, a ce sujet, dans le § lY du 
Chapitre VII, les equations (aS) et (26)]. La meme notation ne pent 
plus etre employee dans le cas oii la valeur numerique de a devient 
irrationnelle. 
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Les expressions de la forme 


conservent les memes proprietes pour des valeurs reellcs et pour ( 
valeurs imaginaires de la variable, tant que I’exposant a pour vab 
numerique un nombre entier; mais ces proprietes ne subsistentp. 
que sous certaines conditions dans le cas contrairo. Soient, ] 
exemple, 

x — \j — I , y — — i, 5 — ot" -t- 6 " y/ — j, 

plusieurs expressions imaginaires, qui se reduiront a des quanti 
reelles si S, S', S" s’evanouissent. Designons, cn outre, par a, b, c, 
des quantites reelles quelconques, dont les valeurs numeriqucs soic 
fractionnaires qu irrationnelles, et par m, m', m", . . . plusieurs no 
bres entiers. On aura constamment, en vertu des principes (*!tab 
dans le Chapitre VII, 

^in ^ ^ 

^±:/» ^ 

chacun des nombres m, rri, m", . . . devant etre alFecte du naeme sig 
dans les deux membres; 


( 3 ) 

( 4 ) 


X'n ym _ yn ^ 

{xyz. . 


On trouvera, au contraire, que des trois formules 

( 5 ) /Yjb ypc — ^ 

. .z=i {^xyz . . 

( 7 ) {x^YzziX^^, 

la premiere subsiste uniquement toutes les fois que la partie r^ellc 
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de I’expression imagiriaire x est positive; la seconds, toutes les fois 
que, a, a', a", . . . etant positifs, la somme 

. 6 6 ' 6 " 
arc tang - + arc tang ^ + arc tang + . . . 

resle comprise entre les limites - et la derniere, toutes les 

Ibis que, a etant positif, le produit 

6 

a arc tang- 
a 

('st compris entre ces memes limites. 

Les conventions faites dans le Chapitre VII ne sulTisent pas encore 
pour fixer d’une mani'ere precise le sens des notations 

A*, Lx, sinic, cosa?, arcsina;, arccosa:, 

dans le cas oit la variable x devient imaginaire. Le moyen le plus 
simple d’y parvenir etant la consideration des series imaginaires, nous 
renvoyons ce sujet au Chapitre IX. 

D’apres ce qui a ete dit ci-dessus, toute notation algebrique qui 
rcnfcrmerait, avcc les variables x, y, s, ... supposees reelles, des 
constantes imaginaires, ne pent etre employee dans le calcul que dans 
le cas oil, en vertu des conventions etablies, elle aurait pour valeur 
line certaine expression imaginaire. Une semblable expression, dans 
laquelle la partie reelle et le coefficient de v/— i sont necessairement 
des functions reelles des variables x, y, z, ..., est ce qu’on appelle 
une fonction imaginaire de ces memes variables. Ainsi, par exemple, 
si Ton dcsigne par (^(x) et deux functions reelles de x, une fonc- 
tion imaginaire de cette variable sera 

Quelquefois nous indiquerons une semblable fonction a I’aido d une 
soule caracteristique tj, et nous ecrirons, en consequence, 

vs{x) — ?(a:) ‘ • 

OEuvres de C. — S. U, t. III. 


V 
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Pareillement, si Ton designe par z, . . .), • • •) deux 

fonctions reelles des variables a:,y, z, 

Ts(x,y,z, . ..) = <a(x, y,z, x(d;, y, 5, 

sera une fonction irnaginaire de ces diverscs variables. 

La fonction irnaginaire 

7 , 

prend le nom de fonction algehrique, ou exponentielle, ou logarith- 
rnique, ou circulaire, etc., et, dans le premier cas, le nom de fonction 
rationnelle ou irrationnelle, entiire ou fractionnaire, etc., toutes les fois 
que les fonctions reelles a^ix, y, z , . . .), ^ffx,y, -,...) jouisscnt Tune 
et I’autre des proprietes que suppose le nom dont il s’agit. Ainsi, en 
particulier, la forme generate d'une fonction irnaginaire et lineaire 
des variables x,y,z, ... sera 

( CL “1— 1} X “H cy “4* d z . . . ) *4“ ( CL ^ “H t/ x - 4 - y -i™ z -H . . \j — t 

ou, ce qui revient au meme, 

(« H- a' \/— i) i^b b' — i) X i^c c' sj — i) y {^d d' \j — \ ^z 

a,h, c, d, . . ., a', b', c' , d! , ... designant des constantes reelles. 

On doit distinguer encore parmi les fonctions imaginaires, comra( 
parmi les fonctions reelles, celles qu’on nomme explicites, et qui son 
immediatement exprimees au moyen des variables, de celles qu’oi 
novame, implicites, etdont les valeurs determinees par certaines equa 
tions ne peuvent etre explicitement connues qu’aprfes la resolutioi 
des equations dont il s’agit. Soit 

» rs{x) ou Ts{x,y,z, ...) ‘ 

une fonction irnaginaire implicite determinee par une seule equation 
On pourra representer cette fonction par u-^ v\l — i , u, e designan 
deux quantiles reelles; et, si dans I’equation irnaginaire qu’elle doi 
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verifier, on ecrit, au lieu de u(a;) ou de s, 

U + V\J — I , 

apres avoir developpe les deux membres, puis egale de part et d’autre 
les parties reelles et les coefficients de V— i , on obtiendra deux equa- 
tions reelles entre les fonctions inconnues u et v. La resolution de ces 
dernieres equations, lorsqu’elle pourra s’effectuer, fera connaitre les 
valeurs explicites de u et de e, et, par suite, la valeur explicite de 
I’expression imaginaire 

U + V\J— I . 

Pour qu’une function imaginaire d’une seule variable suit complete- 
ment determinee, il est neccssaire et il suffit que de chaque valeur par- 
ticuliere attribuee a la variable on puisse deduire la valeur correspon- 
dante de la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, 
la fonction donnee en obtient plusieurs differentes les unes des autres. 
Gonformement aux conventions precedemment admises, nous design e- 
rons ordinairement ces valeurs multiples d’une fonction imaginaire 
par des notations dans lesquellcs nous ferons usage de doubles traits 
ou de doubles parentheses. Ainsi, par exemple, 

V^coss -hv'— isins 
ou 

((cos5 -h y/— I sins))" 


indiquera I’une quelconque des racines du degre n de I’expression 
imaginaire 

coss H- I sins. 


§11. — Sur les expressions imaginaires infiniment vetites 
el sur la continuile des fonctions imaginaires. 

One expression imaginaire est appelee infiniment petite, lorsqu’elle 
converge vers la limite zero, ce qui suppose que, dans I’expression 
donnee, la partie reelle et le coefficient de \1 — i convergent en meme 
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temps vers cette limite. Cela pose, representons par 
0 ! + p(cos5 -+-v/— I sin0) 

une expression imaginaire variable, a, S designant deux quantit^s 
reelles auxquelles on peut substituer le module p et I’arc reel 0. Pour 
que cette expression’ soit infiniment petite, il sera evidemment neces- 
saire et suffisant que son module 

p — \/ a- -1- S- 

soit lui-meme infiniment petit. 

Une fonction imaginaire de la variable x supposee reelle est appelee 
continue entre deux limites donnees do cette variable lorsque, entre 
ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-m^,me. 
II en resulte que la fonction imaginaire 

?(^) ' 

sera continue entre deux limites de x si les functions reelles <p(a?) et 
•/ (ic) restent continues entre ces limites. 

On ditqu’une fonction imaginaire de la variable x est, dans le voi- 
sinage d’une valeur particuliere de x, fonction continue de cette 
variable toutes les fois qu’elle reste continue entre deux limites mfeme 
tres rapprochees qui renferment la valeur dont il s’agit. 

Enfin, lorsqu’une fonction imaginaire de la variable x cesse d’etre 
continue dans le voisinage d’une valeur particuliere de cette variable, 
on dit qu’elle devient alors discontinue, et qu’il y a pour cette valeur 
particuliere solution de continuite. 

En partant des notions qu’on vient d’etablir relativement a la con- 
tinuite des functions imaginaires, on reconnaitra facilement que les 
theor'emes I, II et III du Chapitre II (§ II) subsistent dans le cas meme 
oil Ton remplace les functions reelles 


f{x) et f{x,y,z, .. .) 
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par des fonctions imaginaires 

On pent, en consequence, enoncer les propositions suivantes : 

THEORfeME I. — Si les variables rdelles x, y, z, ... ont pour limites les 
quantiles fixes et ddterminees X, Y, Z, et que la fonction imagi- 
naire 

soil continue par rapport a chacune des variables x, y, z, ... dans le voi- 
sinage du systeme des valeurs particuliSres 

,rr=X, y=y, s = Z, 

^(^x,y, z, . . .) -h v^— I aura pour limite 

<P(X,Y,Z, ...) + x(x,y,z. ...)v/^, 

ou, si I’ on fait, pour abrdger, 

...)+■ y> 3 . = ...), 

Tz(x,y, z, . . .) aura pour limite 

5t(X,Y,Z, ...). 

TufiORfeME II. — Ddsignons par x,y, z, ... plusieurs fonctions rdelles 
de la variable t, qui soient continues par rapport d cette variable dans le 
voisinage de la valeur rdelle t = T. Soient de plus X, Y, Z, ... les valeurs 
particulieres de x, y, z, ... correspondantes dt=:T,et supposons que, 
dans le voisinage de ces valeurs particulidres, la fonction imaginaire 

r3{x,y,z, ...) = 9 (a?,/,z, ■...) + x(a;, 7,5, i 

soil en m&me temps continue par rapport a x, par rapport a par rap- 
port a z, etc. ; cs(^x^y, 5, . . .), consideree comme une fonction imaginaire 
de ty sera encore continue par rapport a t, dans le voisinage de la valeur 
particuliere ^ = T. 

Si, dans le theoreme precedent, on reduit les variables x, j, s, . . , 
a une seule, on obtiendra Tenonce suivant : 
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Theoreme III. — Supposons que dans V expression 

la variable x soil fonction reelle d’une autre variable t. Concevons de 
plus que la variable x soil fonction continue de t dans le voisinage de la 
valeur particuliere i = T, et ts{x) fonction continue de x dans le voisi- 
nage de la valeur particuliere a; = X, correspondante a f = T. L’ expres- 
sion imaginaire rs^x), consideree comme une fonction de t, sera encore 
continue par rapport a cette variable dans le voisinage de la valeur par- 
ticuliere t — T. 

§ III. — Des fonctions imaginaires symetriques, 
alternees ou homogenes. 

En etendant aux fonctions imaginaires les delinitions que nous 
avons donnees (Chapitre III) des fonctions symetriques, ou alter- 
nees, ou homogenes de plusieurs variables x, y, , on recon- 

nait immediatement que 

est une fonction symetrique, ou alterneo, ou liomogene du degr6 a 
par rapport aux variables x, y, z, . . . , lorsque les fonctions reelles 

sont Tune et I’autre symetriques, ou alternees, ou homogenes du 
degre a par rapport a ces memes variables. 

§ IV- — Sur les fonctions imaginaires et entHres 
d’une ou de plusieurs variables. 

En vertu de ce qui a ete dit ci-dessus (§ I), 
et 
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sont deux fonctions imaginaires et entieres, Tune de la variable ir, 
rautre des variables x, y, s, . . . , lorsque 

?(■*) et =. • ■ •) et -» •■ •) 

soiit des fonctions reelles et entieres de ces memes variables. Par 
suite, si vy(x) represente une fonction imaginaire et entiere de la 
variable x, la valour de u(x) sera determinee par une equation de 
la forme 

ro(.»)'=cp(.-2?)H-5^(x)v/-l 

“ «o-t- 4 - . . + (60 + + 62«* + . . 1 , 

a„, a,, (u, h^, b^, h.>, ... designant des constantes reelles. On 

conclura de cette equation, en reunissant les coefficients des puis- 
sances scmblablcs de x, 

( i) xs [x) ~ (^cio ■+• y/ — i) -+- (a, -h t*! — I -t- (cij -t- ^>2 y/ — 1 ) a?® . 

Pour que la fonction 0 ( 3 ;), determinee par la formule precedente, 
s’evanouissc avcc x, il faut que Ton ait 

<*o -t" bo y/ — I = 0, 

c’est-a-dire = o et = 0 , auquel cas la valeur de v5(x) se reduit a 

rs{x)-- (fli -1- &i y/ — i).* 4 - (a2+ bi'J — ■ • 

= [ a, -h fci y/— 1 + X + . . .\. 

Ainsi, toute fonction imaginaire et entiere de la variable a;, lorsqu elle 
s’evanouit avec cette variable, est le produit du facteur x par unt 
seconde fonction do la meme espece ou, en d autres termes, est divi- 
sible par X. En partant de cette remarque, on etendra facilement les 
tbeoremes I et II du Chapitre IV (§ I) au cas ou les fonctions entieres 
qui s’y trouvent mentionnees sont en merae temps imaginaires. J ajoute 
que ces deux th^oremes subsisteront encore si Ton y remplace les 
valeurs particulieres et reelles attribuees a la variable x, telles que 


^ 2 : 
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par des variables imaginaires 

*0 + \/ — * > ‘ 5 tj 6i ^ — I , aj ■+■ ^2 — I » .... 

Pour demontrer cette assertion, il suffit d’etablir .les deux proposi- 
tions suivantes : 

THfiORfiME I. — Siune fonction imaginaire et entiere de la variable x 
s evanouit pour une valeur particuliire de cette variable, par exempk 
pour 

^ = ao -|- 6(1 \J — I , 

cette fonction sera divisible algehriquement par 

X — «(, — 6o\/ — < • 

Demonstration. — En effet, so it 

BT(a:) =r 9 (a;) 4- x(^) V/^ 

la fonction imaginaire dont il s’agit. Si Ton y fait 

X zrz oCq 4- 6() ^ — ■ I 4- -S, 

s designant une nouvelle variable, on obtiendra evidemment poui 
resultat de la substitution une fonction imaginaire et entiere de s, 
savoir 

CJ ( Oto 4 - 6 o \/ — 1 4-5)? 

et, comme cette fonction de z devra s’evanouir pour ^ = 0, on en con- 
dura que 

tn(a;) = cj(oco 4 - 60 V"— > +-=) 

est divisible par 

S — X—OC^—§g\/—l. 

Corollaire /. — La proposition precedente subsiste dans le cas memt 
oil la fonction x(^) s’evanouit, c’est-a-dire dans le cas oil t!r(a;) s( 
reduit a une fonction reelle 

Corollaire IL — Le theoreme precedent subsiste encore lorsqu’ot 


PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE VIII. 217 

suppose S= o, et par consequent lorsque la valeur particuliere attri- 
buee a la variable x est reelle. 

TheorI:me II. — Si une fonction imaginaire et entiire de la variable x 
s'emnouit pour chacune des valeurs particulieres de x comprises dans la 
suite 

ao+ 6o \/— I j — I, aj 62 \J — i > •••> ■+■ ^n—i \J — i > 

n designant un nombre entier quelconque, cetle fonction sera equwalente 
au produit des facteurs 

par une nomelle fonction imaginaire et entiire de la variable x. 
Demonstration. — Soit 

5T(a:) = 9(^) + X(a;)v/^ 

la fonction proposee. Comme elle doit s’evanouir pour 

a; = ao + 60 i , 

elle sera, en vertu du tlieoreme I, algebriquement divisible par 

a; — «,)— 6„v/— i; 

et Ton aura, en consequence, 

(2) ct(^) = (a; — ®o\/— i) Qoj 

Qo designant une nouvelle fonction imaginaire et entiere de la va- 
riable X. La fonction devant s’evanouir encore lorsqu’on sup- 

pose 

a; = aj -1- @1 \/ — i , 

cette supposition reduira necessairement a zero le second membre de 
I’equation (2), et, par consequent, I’un des deux facteurs qui le com- 
posent (voir le Chapitre VII, § II, theoreme VII, corollaire II). De 

OEavres de C. — S. U, t. III. 28 
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plus, comme le premier facteur 

X Oto — \/ — I 

ne peut devenir nul pour 

X = Xi-h §1 \f^l , 


tant que les valeurs particulieres 

X(j + 6 o \/ — I , oti -+- Sj y/ — I 


sont distinctes Tune de I’autre, il est clair qu’en attribuant a a; la se- 
conde de ces deux valeurs, on devra reduire a zero la fonction entiere 
Qo, et, par suite, que cette fonction entiere sera divisible algebrique- 
ment par 

X — a, — §1 \/— 1 . 


On aura done 


Qo=(^— a, 




Q, designant une nouvelle fonction imaginaire et entiere de la va- 
riable as; en sorte que Tequation (2) pourra se mettre sous la forme 


(3) vs{x) = (x — Xf,— 60 V^— i) (x — Xi~ i) Q,. 

• En raisonnant comme on vient de le faire, on trouvera : 1“ que, la 
fonction ^(a;) devant s’evanouir en vertu de la supposition 


cette supposition reduit necessairement a zero le second membre dc 
I’equation ( 3 ), et, par consequent, I’un de ses trois facteurs; 2“ que 
le facteur reduit a zero ne peut etre que la fonction entiere Q,, tan. 
que les trois valeurs particulieres de x, designees par 

Xq -i- ^ — I , oc, “I- I , oCj -4- €2 \/ ^ » 

sont distinctes Tune de I’autre; 3 “ que la fonction entifere Q,, devan 
s’evanouir pour 

X =: X^-h — I , 


PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE VIIL 219 

est algebriquement divisible par 

X — aj — €2 — 1 . 

On aura, par consequent, 

Ql — ” ( Xj Otg ^2 O2 

et, par suite, 

(4) mix) = (ar — «o — So \/~i) ( j; — ai — S, (x — Xi — B^ \/^) Qj. 

Qa designant encore une fonction inaaginaire et entiere de la va- 
riable X. En continuant de la meme maniere, on finira par reconnaitre 
que, dans le cas oil la fonction entiere s’evanouit pour n valeurs 
difFerentes de x, respectivement designees par 

ao-l-SoV^— ai + SiV/— 1 , ai-f-SsS/— i, •••, otn-i -h 6„_i s /— 1 , 

on a necessairement 

w(a;) = (a; — «o— 6 oy/^) (x — Xi—B^\J — i) (a? — «2 — S2V^^)-"(^ — ««-i — > 

Q designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. 

II est a peu pres inutile d’observer que le theoreme precedent sub- 
siste lorsqu’on suppose 

ou bien 

60=0, 61 = 0, 62=0, S/>-i = o, 

c’est-a-dire lorsque la fonction xz{x) ou les valeurs particulieres attri- 
buees a la variable x deviennent reelles. 

A I’aide des principes etablis dans ce paragraphe, on demontrera 
sans difficulte que, dans le Chapitre IV (§1), les theorfemes III et IV, 
avec la formule (i), peuvent etre etendus au cas ou les functions etles 
variables deviennent imaginaires, ainsi que les valeurs particulieres 
attribuees aux unes et aux autres. On prouvera de meme que les pro- 
positions I, II et III, avec les formules (i) et ( 2 ), dans le § II du Cha- 
pitre IV, et les formules ( 2 ), (3), (4), (5), (6) dans le § III du meme 
Chapitre, subsistent quelles que soient les valeurs reelles ou imagi- 
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naires des variables, des fonctions et des constantes. Ainsi, pa 
exemple, on reconnaitra, en particulier, que Tequation (6) du § III 
savoir 


( 6 ) 


{3C-{~ yY 

I . 2 . 3 ... /I 




-h 


X 


n—1 


I . 2 . 3 ... /I I . 2 . 3 . . . ( /I 

X 


_ Z 

I) I 

yn 


I I . 2 . 3 . . . ( /i — J ) I . 2 . 3 . . . /i 


a lieu pour des valeurs imaginaires quelconques des variables a; et j 


§ V. — Determination des fonctions imaginaires continues 
d une seule variable propres a verifier certaines conditions. 

Soit 

Ts{cc;) — + \J — I x('^) 

une fonction imaginaire continue de la variable x, o{x) de 

signant deux fonctions continues, mais reelles. La fonction imaginair 
rs{x) sera completement determinee, si elle est assujettie a verifiei 
pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x et y, I’un 
des equations 

(1) ro(a;+y)r=cj(a7) -t-nT(j), 

( 2 ) OT(a;4-j) = OT(ar) X ror(/), 

ou bien, pour toutes les valeurs reelles et positives des memes va 
riables, Tune des equations suivantes : “ 

(3) vs{coy)=Ts{x) -^-ssiy), 

( 4 ) T;5{xy) = rs{x) -XTsiy). 

Nous allons resoudre successivement ces quatre equations, ce qt 
nous fournira quatre problemes analogues a ceux que nous avons d6j 
traites dans le § I du Chapitre V. 

PaoBLiME I. — Biterminer la fonction imaginaire rsi^x') de maniei 
quelle reste continue entre deux limites reelles quelconques de la vt 
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viable X, et que I on ait, pour toutes les valours reelles des variables x 
ety, 

(0 4-7) = -I- 5T(y). 

Solution. — Si, a I’aide de la formule 

on remplace dans I’equation (i) la fonction imaginaire ct par les fonc- 
tions reelles (p et y^, cette equation deviendra 

<p(« H- j) + x(^ -+- 7 ) = ?(«) - 1 - x(^) + 9(r) + x(7) v/~; 

puis Ton en conclura, en egalant de part et d’autre les parties reelles 
et les coefficients de V— Jt . 

(p(a;-t-7)=9(a;)-i-9(7), 

X(^+7)=X(^)+X(7)- 

On tircra do ces dernieres formules (voir le Chapitre V, § I, pro- 
bleme I) 

Cf{x)=XCf{l), 

X{x)=xx{i) 

et, par suite, 

(5) cj(a;) = a;[9(i) +x(i)v'— i] 
ou, ce qui revicnt au meme, 

( 6 ) = xrs{i), 

11 suit do I’equation (5) que toute valeur de rs(x) propre a resoudre 
la question proposee est necessairement de la forme 

( 7 ) Tn{x)=z(a+ b</—i)x, 

a, b designant deux quantites constantes. II est d’ailleurs facile de 
s’assurer qu’une semblable valeur de tz(x') verifie I’equation ( 1 ), 
quelles que soient les deux quantites a et b. Ces quantites sont done 
deux constantes arbitraires. 
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On pent remarquer que, pour obtenir la valeur precedente de 

il suffit de remplacer, dans la valeur de 9(3?) que fournit I’equation 

du Chapitre V (§ I), la constante arbitraire et reelle a par la constante 

arbitraire, mais imaginaire, 

a-v- b\j— I. 

Probl^me II. — Determiner la fonction imaginaire xs{x') de maniere 
quelle resle continue entre deux limites reelles quelconques de la va- 
riable X, et que Von ait, pour toutes les valeurs reelles des variables x 
ety, 

( 2 ) ■^y)—vs{x)vs{y). 

Solution. — Si dans I’equation (2) on fait x = o, on cn tirera 

'GS{0) =: I 

ou, ce qui revient au meme, a cause de la formule 
vs{x) = <^{x) 

et, par suite, 

<P(o) = ‘. X(o)=o. 

La fonction 9(0;) se reduira done a I’unite pour la valeur particuliere 0 
attribuee a la variable x', et, puisqu’on la suppose continue entrC 
des limites quelconques, il est clair qu’elle sera, dans le voisinage de 
cette valeur particuliere, tres peu differente de I’unite, par consequent 
positive. On pourra done, en designant par a un nombre tres petit, 
choisircenombre de maniere que la fonction 9(2;) rcste constainmont 
positive entre les limites 

a: = a, 

Cette condition etant remplie, comme la quantite 9(a) sera elle-meme 
positive, si Ton fait 

p = v/9(a)*-t-x(a)=‘, C = arctang^^, 

9 («) 

on en conclura 

ro(a) = <p(a) + ^(a)y/_i =:p(cos^ -l- v/— i sitiC). 
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Concevons maintenant que dans I’equation (2) on remplace succes- 
sivement y par j'-h z, puis z par s -1- , on en deduira 

H-y + -S +. . .) =zu(a:) !n( j) nT(3) 

quel que soit le nombre des variables a;, j, s, . . . ; si, de plus, on de- 
signe par m ce meme nombre, et que Ton fasse 


I’equation que Ton vient de trouver donnera 

xs(ma.) = [w(a)]'"=p'“(cosm? + \J— i sin/n?). 

J’ajoute que la formule 

TO(ma) — p'"(cos7w? + \J — I sin TO?) 


subsistera encore si Ton y remplace le nombre entier m par une frac- 
tion ou meme par un nombre quelconque [ji.. C’est ce que Ton prou- 
vcra facilement ainsi qu’il suit. 

Si dans I’equation (2) on fait 

1 I 

X—-oi, y = - at, 

2 •' 2 

on en tirera 

=c5(a) = p[cos?-l-v/— I sin?]; 

puis, en extrayant les racines carrees des deux membres, de maniere 
quo les parties reelles soient positives, et observant que les deux 
fonctions cosic restent positives, la premiere entre les limites 

X 0, X == a, la seconde entre les limites x = o, x — 'Q, on trouvera 

5j(^ a) = H-x(^ a) v/-i=p'^cos^-t-V^sin-y 

De meme, si dans I’equation (2) on fait 


m 

on en tirera 
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puis, en extrayantles racines carrees des deux membres, de manifere 
a obtenir des parties reelles positives, 

"(5“)= 

Par des raisonnements semblables, on etablira successivement les for- 
mules 




et, en general, n designant un nombre entier quelconque, 

(i 0 ^)] • 

Si Ton opere sur la valeur precedente de pour en deduire celle 

de comme on a opere s'ur la valeur de u(a) pour en deduire 

celle de on trouvera 



ou, ce qui revient au meme. 



et, par suite. 
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puis, en supposant que la fraction — varie de mani'ere a s’approcher 

indefiniment du nombre p., et passant aux limites, on obtiendra les 
equations 

9(p«)r=pt<-cosfiC, = 

desquelles on conclura 

(S) CT(pa) ~p^‘(cosp?^-^^sinpC)• 

De plus, si dans I’equation ( 2 ) on pose 


^ = pa. 7 = - pa, 

on en tirera 

w (— pa) = = p-(‘[cos(- p?) + sin(- pOj- 

La formule (8) subsistera done lorsqu’on y remplacera p par — p. En 
d’autres termes, on aura, pour des valeurs reelles quelconques posi- 
tives ou negatives de la variable x, 

(9) n;((xx) = p®[cosC^ -i- V^— I sin^o;] =r [ct(«)]*. 

Si dans cette derni^re formule on ecrit - au lieu de x, elle deviendra 

a 

( 10 ) tjj(a:) = p*j^cos^|«^ 

et si Ton fait ensuite, pour abreger. 



on trouvera 

( 12 ) 7 s{x) — A^(cosbx + \/—isinbx). 

Ainsi toute valeur de ts(^x'), propre a resoudre la question proposee, 
sera necessairement de la forme 

A®(cos6a:-t- sin 6a:), 

A, b designant deux constantes reelles, dont la premiere ne pourra 

OEuvres de C* — S. II, t. III. 
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etre que positive. 11 est d’aiileurs facile de s’assurer qu’une semblabl 
valeur de t3-(a;) verifie I’equation (2), quelles que soient la valeur d 
nombre A et celle de la quantite b. Ce nombre et cette quantite son 
done des constantes arbitraires. 

CoroUaire. — Dans le cas particulier oil la fonction 9(2;) doit reste 
positive entre les limites x = o, x= i, on peut, au lieu de supposer 1 
tres petit, prendre a = i; et Ton conclut alors immediatement de 
equations (9) et (10) 

(iS) 5j(j£:) = [cj(l)]^'. 

PROBLi;ME III. — Determiner la fonction imaginaire xs(^x) de manier 
quelle reste continue entre deux limites positives quelconques de la va 
riable x, et que I’ on ait, pour toutes les valeurs positives des variables ; 
ety, 

(3) 7 s{xy)=rs 5 {x)-hv 5 {y). 

Solution. — Si, a I’aidc de la formule 

on remplace dans I’equation (3) la fonction imaginaire ts par les fonc 
tions reelles 9 etx,» puis, que Ton egale de part et d’autre les partie 
reelles et les coelficients de \/ — i . un trouvera 

<f{xy) — (f{x) 4- 9(7), 

X(^7) = X(^)-*-z(7)- 

Si, de plus, on designe par A un nombre quelconquc et par L 1 
caracteristique des logarithmes dans le systeme dont la base est A 
on tirera des equations precedentes (voir le Chapitre V, § I, pro 
bleme III) 

f{x) = cf(A)L{x), 

Xi^)~Xib.)L{x), 

et Ton en conclura 


(•4) 


ro(a:)= [9(A) 4 - x(A) v^— ij L(a;) 
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ou, ce qui revjent au meme, 

{i5) = 5j(A) L(a?). 

11 suit de la formule (i4) que toute valeur xs{x) propre a resoudre la 
question proposee est necessairement de la forme 

(i6) •m{x) =:.{a + b\J—i)L{x), 

a, b designant deux quantites constantes. II est d’ailleurs facile de 
s’assurer qu’une semblable valeur de xs{x) verifie I’equation (3), 
quelles que soient les quantites a et h. Ces quantites sont done deux 
constantes arbitraires. 

On pent remarquer que, pour obtenir la valeur precedente de xsix), 
il sufFit de remplacer, dans la valeur de <p(a;) que fournit I’equa- 
tion ( 12 ) du Chapitre V (§ I), la constante arbitraire et reelle a par la 
constante arbitraire, mais imaginaire, 

a+ b\J— i. 

Nota. — On pourrait arriver tres simplement a I’^uation (i5) de la 
maniere suivante. 

. En vertu des formules identiques 

X = A**^, Y — 

I’equation (3) devient 

Comme, dans cette derniere, les quantites variables Lx, Ly admettent 
des valeurs reelles quelconques positives ou negatives, il en resulte 
qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x 

TO ( A*+y) = A=«) + ro ( A3"). 

On en conclura [wirlie probleme I, equation (6)] 

TO (A®) =xxs{h}) =xrs{k) 

et, par suite, 

to(A^®) = to( A) La; 
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oil, ce qui revient au memo, 

nj(^) = t;T(A) L^. 

Probleme IV. — Determiner la fonction imaginaire rsix) de mami 
quelle reste continue entre deux limites positives quelconques de la x. 
noble X, et que Von ait, pour toutes les valeurs positives des variables 
J. 

( 4 ) rss{xy) — Ts;{x)-ss{y). 

Solution. — II serait facile d’appliquer a la solution de ce problei 
une methode semblable a celle que nous avons employee pour resouC 
le second; mais on arrivera plus promptement a la solution cherchi 
si Ton observe que, en designant par L la caracteristique des loj 
rithmes dans le systeme dont la base est A, on pent mettre I’eqi 
tion (4) sous la forme 

5j( AL-i+Lr) — n7(A^^ ) 

Comme, dans cette derniere equation, les quantites variables Lx, 1 
admettent des valeurs reelles quelconques positives ou negatives, 
en resulte qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des ’ 
riables x et y, 

ro(A*+3^)=;5j(A»)ro(A3'). 

On en conclura, en representant par a un nombre tr'es petit et 
rempla§ant dans I’equation (lo) du second probleme zs(x) par xs(A- 

.r, 

nT(A*) = [ 5 T(A“)]“. 

On trouvera par suite 

L .r 

ct(A‘'^ ) [nT(A“)] “ 

ou, ce qui revient au meme, 

— 

(17) = [B 3 r(A“)] “ , 

II est essentiel d’observer que, la fonction imaginaire ra(A-*), et ] 
consequent sa partie reelle (p(A*), se reduisent a I’unite pour a; = 
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ou, en d’autres termes, que la fonction imaginaire ©(a?) et sa partie 
reelle <p(ic) se reduisent a I’unite pour = i. C’est ce que Ton peut 
(lemontrer directement, en prenant dans I’equation (4), 

« — A‘’ = i. 


Quant au nombre a, il doit seulement etre assez petit pour que la 
partie reelle de la fonction imaginaire w(A®) reste constamment posi- 
tive entre les limites x = o, a; = a. Cette condition etant remplie, la 
partie reelle de I’expression imaginaire 

CJ( A^) = cp(A“) 4- x( A“) 


sera elle-meme positive; et par suite, si Ton fait 

p = [x(A“)P, C = arc tang , 

on aura 

ra(A“) = p(cosS -+-\/— I sinC). 

(]cla pose, r^quation (17) deviendra 



Kn vertu de cette derniere equation, toute valeur de ra(aj) propre a 
resoudre la question proposee sera necessairement de la forme 

(,9) rcr(^) =:«“[cos(6La:) 4-\/^sin(&La;)], 

a, h designant deux quantites constantes. 11 est aise, de plus, de s as- 
surer que ces deux quantites constantes doivent demeurer entiere- 
inent arbitraires. 
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CHAPITKE IX. 

DKS SfiRFES rMAGtNAIRES CONVERGENTES ET DIVERGE.\TES. SOMMATION DE QUELQUES SSRE 
IMAGINAIBES CONTERGENTES. NOTATIONS EMPLOYEES POUR REPRESENTER QCELQBES PON 
TIONS IMAGINAIRES AUXQUELLES ON SB TROUVE CONDUIT PAR UA SOMMATION DE C 

mEmes series. 


§ I. — Considerations generates sur les series imaginaires. 
Soient respectivement 

(0 Po, Pu P2> •••» Pn, ■■■, 

(2) ^0, ^1, ^2, • . . > Qnt * • • 

deux series reelles. La suite des expressions imaginaircs 

(3) p, -H 5’, V'— I , Pi+qi\l~i, p„ -f- i' , . 

formera ce qu’on appelle une serie imaginaire. Soit, de plus, 

//\ ( (/’<!+ "70 l) + (pi + q\ s / — l) H- . . . + (^Pn~\ ■+■ qn-\ 0 

(4) 

— iPo'-'r Pt + - ■ + {go~^ qi-^ ■ ■ -“1- 7»-i)v/ — * 

lasomme des n premiers termes de cette serie. Scion que, pour d' 
valeurs croissantes de n, convergera ou non vers une limitc fixe, c 
dira que la serie (3) est comergente et qu’elle a pour somme cet 
limite, ou bien qu’elle est divergente et n’a pas de somme. Le premi 
cas aura evidemment lieu si les deux sommes 


/^O • • -H />«-!> 

^0 •+■ ^1 H- • • • -f- qn-\ 

convergent elles-memes, pour des valeurs croissantes do /i, vers d 
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li mites fixes, et le second, dans la supposition contraire. En d’autres 
termes, la serie (3) sera toujours convergente en meme temps que les 
series reelles (t) et ( 2 ). Si ces dernieres, ou Tune d’elles seulement, 
deviennent divergentes, la serie (3) le sera egalement. 

Dans tous les cas possibles, le terme de la serie (3) qui correspond 
a I’indice n, savoir 

Pn -t- <]n \/ — I , 

est ce qu’on nomme son terme general. 

L’une des series imaginaires les plus simples est celle qu'on obtient 
en attribuant a la variable x, dans la progression geometrique 

I O" /y»2 iv'tt 

1 , a- , a- , • • • ) j * • • > 

une valeur imaginaire. Concevons, pour fixer les idees, que Ton fasse 

j; = s(cos0 1 sin0), 

z designant une nouvelle variable supposee reelle, et 6 un arc reel. La 
progression geometrique dont il s’agit deviendra 

T, 2(c.os0 -(-\/^sin0), 3*(cos20 + \/— I sin20), ..., 

..., (cos n6 -f- v^— I sinnS), .... 

Pour obtenir I’equation qui determine la somme des n premiers termes 
dc la serie precedente, il suffit de remplacer x par z (cos6 + \/ — i sin 0 ) 
dans la formule 

I 

I ^ ^ . -1- zz: ; • 

I — X I — ^ 

On trouve de cette manibre 

I s(cos0 -i- — 1 sinS) + a’ (cos 2 0 + — i sin2 0) + . - . 

H- [ cos ( rt — I ) 0 -I- v/^ siii ( /I — i) 0 ] 

I ■ g”(cos«0 4-\/— 1 sinn0) _ 

“■ I _s(cos0 + v/^sin0) I — s(cos0 + v /— 1 sin0)’ 

et, comme, pour des valeurs croissantes de n, le module de 1 expres- ^ 




232 


COUBS D’ANALYSE. 


sion imaginaire 
savoir 


converge vers la limite zero ou croit au dela de toute limite, suivant 
qu’on suppose la valeur numerique de z inferieure ou superieure a 
I’unife, on doit conclure de I’equation (6) que la serie ( 5 ) est, dans 
la premiere hypothese, une serie convergente qui a pour somme 


1 



et, dans la seconde hypothese, une serie divergente qui n’a plus de 
somme. 

La somme d’une serie imaginaire convergente s’indique, comme 
si la serie etait reelle, par la somme de ses premiers termes, suivie 
de points.... 

Cela pose, si Ton appelle s la somme de la serie ( 3 ) supposee con- 
vergente, et que, dans la formule (4), on fasse croitre n indefiniment, 
on trouvera, en passant aux limites, 

^—iPo + — l) ■+■ (/>1 -+- <11 \/ — l) -I- {Pi -+■ \/ — l) . 

= • •) -+- (5'o+ <li-^ 72+. • ■)\/ — I • 

De meme, lorsqu’on supposera la valeur numerique de s inferieure a 
I’unite, on tirera de I’equation (6), en faisant croitre n au dela de 
toute limite assignable, 

H--z(cos6-i-v^— I sin0)-i-5’‘(cos2 0-i-v^^^ sin2 6)-i-. . . 

I I — z cos 0-i-ssin6\/ — 1 

1 — 5COS0 — z sin d \/ — 1 I — 2-s COS0 -h 

En vertu de la formule (7), le premier membre de I’equation (8) pent 




z'‘(cosn6 -+- \J — I sin/iS) 
i — z cos 6 — z sin 0 y/— I 

zb 



(l — 25 COS0 -+■ 
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cVtre presente sous k forme suivante : 

(i H- 5COse4--=cos20-4-...) + (5sine-i-x:2sin20 + ...)v'^. 

On aura done, pour des valeurs numeriques de inferieures a Tunite, 

i («■+•- cos 0 + 5 ^= COS2 e-i-...)-t-(ssin0H- 3 = sin2 9 Ti-...)v/^ 

*■ 9 ^ ] _ 1 — 3 COS 0 _ 3 sin 0 , — 

( ~ I — 23 COS0 -+-32 1 — 23 COS0H- 32 

On en conclura 


(lo) 


-t- 3 COS0 + 3 ^ COS 2 0 ■+■ 3 ^ cos 30 + . . 


3 sin0 + 3 - sin 20 + 3 * sin 30 + . . .= 


: — r , Z I ). 


I — 3 cos g 

I — 2 :: cos 6' -h ,3-’ 

I? sin0 • 

1 — 2Z cos 6 “H z'^ 


Ainsi la substitution d’une valour imaginaire de x dans la progression 
geometriquo 

I, .r, .r'% ... 


suffit pour conduiro a la sommation des deux series 


( I, GCOS0, .g2cOS 20, ..., 5'^COS/i0, ..., 

( sin 9, z^ sin 2 0, . . . , sin n9, . . . 

toutes les fois que la variable reste comprise entre les limites 

z :=Z — 1 , 5 :::= -I- I , 

e’est-a-dire toutes les fois que ces deux series sont convergentes. 

Les premiers rnembi’es des equations (lo) etant (en vertu du theo- 
reme I, Chapitre VI, § 1 ) fonctions continues de la variable 3, dans le 
voisinage de toute valeur particulibre comprise entre les limites 

le premier membre dc I’equation (9) sera lui-meme, dans le voisi- 
nage d’une semblable valeur, fonction continue de 3. Or, ce premier 
membre n’est autre chose que la somme de la serie ( 5 ), dont les dif- 

3o 


OJuiures de C. — S. IT, t. III. 
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ferents termes restent fonctions continues de enfi’e des limites quel- 
conques. En generalisant la remarque qu’on vient de faire, on obtieni 
la proposition suivante : 

TiiEORfiME I. — Lorsque les diff events termes de la serie (3) sont dei 
fonctions d’nne mime variable z, continues par rapport a cette variablt 
dans le voisinage d’une iialear particuliere pour laquelle cette serie esl 
convergente, la somme s de la serie est aussi, dans le voisinage de cette 
valeur particuliere, fonction continue de s. 

Demonstration. — En effet,-dans le voisinage de la valeur particu- 
liere attribuee a la variable z, la serie (3) ne peut etre convergente et 
avoir pour ses differcnts termes des fonctions continues de z, qu’au- 
tant que les series reelles (i) et ( 2 ) jouissent Tune et I’autre des 
memes proprietes : or, dans cette hypothese, cliacune des sommes 

P\-^ • j 

^ 0 “^“ <72 * 

6tant (en vertu du theoreme I, Cbapitre VI, § I) fonction continue de 
la variables, il en resulte que la somme de la serie (3), savoir 

s — p^-\- p,->r . . qy-\- q,-\- . . .)\J — I 

sera aussi fonction continue de cette variable. 

Supposons maintenant que Ton designe par 

Po» Pl> p 25 • • • 

les modules des differents termes de la serie (3), et par 

cos0(i-i- V^— I sinSoi cos0i-i-\/— I sin0i, cosSa-i- y/'— i sinSj, 

les expressions reduites correspondantes, en sorte qu’on ait generale- 
ment 

1. 

/>«-!- I ~ Pft(cos0„-1-V'^ - I sin0„). 
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La serie (3) deviendra 

Po (cos9„ + ) sin(5o ), 

p, (cos 5, -+- V''— I sin0, ), 

Pa (cos 02 + — I sin 02 ). 



p„ ( COS 0„ + sin 0« ), 


et Ton pourra ordinairement decider si cette serie est convergente ou 
divergente, a I’aide du theoreme que je vais enoncer. 

Thkori'me II. — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, 

1 

landis que n croit indefinimeni, V expression (p,,)'"* Suimnt que la plus 
grande de ces limites sera inferieure ou superieure a V unite, la serie (3) 
sera comergente ou divergente. 

Demonstration, — Considerons d’abord le cas oil les plus grandes 

valeurs de I’expression (p„)" convergent, tandis que n croit indefini- 
ment, vers une limite inferieure a I’unite. Dans ce cas, la serie 

(l3) pQ, pi, p,, ..., p/,, ... 

etant convergente (Cliapitre VI, § II, theoreme I), les series 

(poCOS0o> piCOS0,, p2COS02, ..., p„COS0„, ..., 

( 1 4 ) < 

(poSin^ot pisin^i, p„sin0„, ... 

le seront egalement (Chapitre VI, § III, theoreme IV), et la conver- 
gence de ces dernieres entrainera celle de la serie ( 12 ), qui n’est que 
la serie (3) presentee sous une autre forme. 

Supposons en second lieu que, pour des valeurs croissantes de n, 

les plus grandes valeurs de (p„)" convergent vers une limite supe- 
rieure a I’unite. Dans cette hypothese, on prouvera, par un raisonne- 
ment semblable a celui que nous avons employe dans le Chapitre VI 
(§ II, theoreme I), que les plus grandes valeurs du module 

1 

{pJi +• 
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croissent avec n au clela de toute limite, ce qui ne peut etre vrai 
qu’autanf que les plus grandes valeurs cles deux quantites 
ou au moins de Tune d’elles, croissent de meme indefiniment. Or, 
comme ces deux quantites sont les termes generaux des series (i) 
et ( 2 ), on doit conclure que, de ces deux series, I’une au moins esf 
divergente, ce qui suffit pour assurer la divergence de la serie (3). 

Scolie I. — Le theoreme qu’on vient d’etablir ne laisse d’incerti- 

tude sur la convergence ou la divergence d’une serie imaginaire que 

1 

dans le cas particulier oil la limite des plus grandes valeurs de (p„y 
devient egale a I’unite. Dans ce cas particulier, il n’est pas toujours 
facile de decider la question. Toutefois on peut affirmer que, si la 
serie (r3) est convergente, les series (i4)> el. par suite la serie ( 12 ), 
le seront pareillement. La reciproque n’est pas vraic, et il pourrait 
arriver que, la serie ( 12 ) restant convergente, la serie (i3) fut diver- 
genfe. Ainsi, par exemple, si Ton suppose 

on obtiendra, a la place des series ( 12 ) et (t 3), les deux suivantes 

..., 

- a 4 

a’ 3’ 4’ 

dont la seconde est divergente, tandis que la premiere reste conver- 
gente et a pour somme 

v/— I /(a), 

/designant la caracteristique des logarithmes neperiens. 

ScoUe IL — Lorsque, pour des valeurs croissantes de /?, le rapport 

pH-t-l 

P« 

s approche indefiniment d’une limite fixe, cette limite est egalement 
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celle vers laquelle convergent les plus grandes valeurs de I’expres- 

1 

sion (p„)". 

Le theoreme V du § III (Chapitre VI) est evidemment applicable 
aux series imaginaires aussi bien qu’aux series reelles. Quant au theo- 
reme VI du meme paragraphe, on doit, lorsqu’il est question des series 
imaginaires, le remplacer par le suivant : 

Theori5ME III. — Soient 

i i/l, ♦ • • ) • • • > 

(i5) . 

' ^’o» ••• 

deux series comer gentes, mais imaginaires, qiii aient respectwement pour 
sommes s et s\ Si chacune de ces series reste comer gente lorsqii on reduit 
ses differents termes a leurs modules respectifs, 

(*^) 

I . . . , 4- . . • *+ Uf2-i(’i-h (ifi <-o» 

sera une nowelle serie ^mer gente imaginaire, qui aura pour somme ss\ 

Demonstration. — Designons respectivement par s,„ s',, les sommes 
des n premiers termes des deux series (i5), et par s"„ la somme des 
n premiers termes de la serie (i6). On trouvera 

= ««-l t'n- 1 + ( Ua-l ««-2 ('«-! ) H- ■ • ■ 

+ ( 2 ^^2 -I- ...-+- ('n-a •’«— l )• 

Designons encore par p„ et p', les modules des expressions imaginaires 
u,, et en sorte que ces expressions soient determinees par des equa- 
tions de la forme 

Un — pni COS 4- sin ), 

Vn p'„ ( COS 0'„ + sin &„). * 


Po» Pl» p 2 > • • • > P«j * ♦ • ? 

Po? Pi> 9%y • • • > P"’ 


Les series reelles 
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etant convGrgcntes par liypothese, on en conclura, comme clans Ic 
ChapitreVI (§ III, theoreme VI), que la somme 

-+-••• 

-f- (p«— I Pi ■+* p/j-2 P 2 P 2 Pn -2 Pi P//“l ) 

converge, pour des valeurs croissantes de vers la limitc zch'O. II en 
sera de meme a fortiori des deux sommes 

P/i 'iP«-i eos ( -f- ^/^_i ) 

-f- [prt-i prt _2 C 0 s(^«_l - 4 - P «-2 P //-1 eos J )] 



-f- [pn~ip[ COS(0,t_i4- 0[) -h p/i-spi COS( 0/, - 2 -4“ 0'.,) -h . . . 

p2P«-2 ^^S(02”4 ) -H P-I P// 1 C0S(^?1 -4- J j 

et 

p«-i pn-i sin ) 

-H [p«-ip«-2 sin( 0 „_i-{- 4- p/,-.2p;,-i sin(^„ 0 ',, ^ )] 

H- 

-4- [prt-i Pi sin (0,1-1 -4 0j ) -h p,i -2 p 2 sin - 4 - 02 ) "^ • • • 

+ P 2 Pn -2 sin ( 0-2 + 0 ',i_ 2 ) -+• p I P/i- 1 si n ( 0, -4“ 0', j ) ] , 

dont la premiere represente evidemment la partie reelle de Texpres- 
sion imaginaire 

^ri '^n , 

tandis que la seconde represente le coefficient do y — i dans cette 
expression. Par suite, ” ■^1 convergera aussi, pour des valeurs 
croissantes de n, vers la limite zero; et, comme s’approche inde- 
finiment de la limite ss', il faudra de toute necessite quo I’expres- 
sion s]^, c’est-a-dire la somme des n premiers termes de la serie (i6), 
s’approche elle-meme indefiniment de cette derniere limite. 11 en 
resulte : 1° que la serie (16) est convergente; 2° que cette serie con- 
vergente a pour somme ss'. 
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§11. — Des series imaginaires ordonnees suivant les puissances -ascendanles 

el entieres d’une variable. 

Soil X une variable imaginaire. Toute serie imaginaire ordonnee 
suivant les puissances ascendantes et entieres de la variable x sera de 
la forme 

•(:?„+ \/— I , (a, H- v/— i)a;, (fljH- 62 v/— 0•*'^ •••» 

. • * 1 ^ • * • > 

rt|, a.,, . . . , . . . , b^, i,, A,, . . . , b,„ . . . designant deux suites 

de quantites constantes. Dans le cas oil les constantes de la seconde 
suite s’evanouissent, la serie precedente se reduit a 

( 1 ) a^, a^x, a^x^, ...» a^x’,', 

Nous considererons en particulier dans ce paragrapbe les series de 
cette derniere espece. Si, pour plus de commodite, on pose 

(u) x — 5 (cos 9-(- V'— • sine), 

s designant une variable reelle ct 0 un arc reel, la serie (i) deviendra 

j a,3(cose-t-v/^i sine), a25Kcos2e -1- 1 sinae), ..., 

I ..., «,iS"(c6srte -h sj— I sin«e), 

Soit maintenant, comme dans le Chapi tre VI (§ IV), A la plus grande 
des limites vers lesquelles converge, tandis que n croit indefiniment, 
la racinc ri'^ de la valeur numerique de La plus grande des limites 
vers lesquelles convergera dans la meme hypothese la racine du 
module de I’expression imaginaire 

X’' = a„ 3" ( cos tiB sin /i e ) 

sera equivalcnte a la valeur numerique du produit 

A3; 

et en consequence {voir ci-dessus le § 1, theoreme II) la seine (3) sera 
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convergente ou divergente suivant qiie le produit As aura une valeur 
numerique inferieure ou superieure a I’unite. On deduit immediate- 
ment de cette remarque la proposition suivante : 

Theori1;me 1. — La serie (3) est convergente pour toutes les valeurs de z 
comprises entre les limiles 



el divergente pour toutes les raleurs de z situees hors des mimes lunites. 
En d’autres lermes, la serie. esl convergente ou divergente suivant que 
le module de V expression imaginaire x est inferieur ou superieur a ~ 

Scolie. — Lorsque la valeur numerique du rapport converge, 

pour des valeurs croissantes de n, vers une limite fixe, cette limite est 
precisement la valeur de la quantite positive designee par A. 

Corollaire I. -r En comparant le theoreme precedent aii theoreme I 
du Chapitre VI (§ TV), on reconnaitra que, si la serie (i) est conver- 
gente pour une certaine valeur reelle de la variable x, elle demeurera 
convergente pour toute valeur imaginaire dont cette valeur reelle 
serait, au signe pres, le module. Par suite, si la serie (i) est conver- 
gente pour toutes les valeurs reelles de la variable x, elle restera con- 
vergente, quelle que soit la valeur imaginaire que Ton attribue a cette 
variable. 

Corollaire II. — Pour appliquer le theoreme I et le precedent corol- 
laire, considerons les quatre series 


(4) 

I y Xy 

x"-. 

Y^n 

• • • ) > 

(3) 

I, 

0 

p(p. — l). . . (p. — « -Hi) 

X y 

1.2 

* ’ ‘ ’ 1.2.3...// 

(6) 

X 

•’ T’ 

x~ 


I . 2 

* * ? *> ^ 

1.2.3...// 

(7) 

X, 

2 ^ 

dr—, 

a 
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p. designant dans la seconde une quantile quelconque. De ces quatre 
series les deux premieres, ainsi que la derniere, restent convergentes 
pour toutes les valeurs reelles de x comprises entre les limites 

x — — \, ;r = + i, 

et la troisieme pour des valeurs reelles quelconques de la variable x. 
Mais si, au lieu d’attribuer a x une valeur reelle, on suppose 

a? =^(cos0 ■+- v''— f sinS), 

a la place de ees quatre series, on obtiendra les suivantes 

^:(cosO + I sin0), ^^(cosaO + I sinaS), 

..., x;"(cosn0 I sinnS), 

-s(cosO 4- \/^^sin0), ^ s2(cosa6 4- v^— I sinaQ), ..., 

1 1.2 

_ -Hy/— i sin/i0), 

1.2.3. ..n 

s(cos0 'f-\/^^sin0) 5^ (cos 2 0 -4- \/—T sin 2 0) 

i " ^ j — — — , . . . ; 

I 1.2 

;S” (cOS/2 0 J sin/^0) 

1.2.3. ../I ^ ’ 

5(cos0 \/— 1 sin0) ; g^(cos20 4- sin 20) 

1 ' .2 

# 

, ( COS n0-f-v/— isin/i0) 

.... Ill - — j 

’ n 

dont les deux premieres et la derniere resteront convergentes pour 
toutes les valeurs de s comprises entre les limites 

5= — I, Z=+l, 

tandis que Tavant-defniere sera toujours convergente, quelle que soil 
la valpur reelle de 

Apr^s avoir fixe les limites entre lesquelles il faut renfermer s pour 
rendre la serie (3) convergente, nous ferons remarquer que, en vertu 

OEupres de C. — S. II, t. III. 
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des principes etablis dans le paragraphs precedent, les theoremes III, 
IV et V du Ghapitre VI (§ IV), avec leurs corollaires, peuvent etre 
etendus au cas oil la variable x devient imaginaire. On devra seule- 
ment admettre, dans I’enonce du theoreme IV, que chacune des series 

^ 0 , ... 

rests convergente lorsqu’on rediiit ses dilFerents termes non plus a 
leurs valeurs numeriques, mais a leurs modules respectifs. Cela pose, 
si Ton designs par ce que devient le second membre de I’equa- 
tion (t 5 ) (Ghapitre VI, § IV), lorsqu’on attribue ii x la valeur imagi- 
naire 

i5(cos& -t- \/— I sin 5 ), 
ou, en d’autres termes, si Ton fait 

(i 2 ) 5j([i) = I -t- ^s(cos9 -H y/— I sin0) - 1 - ^ 5°(cos2g-+- y/— i sinaS) 

on trouvera, au lieu de la formule (i6) (Ghapitre VI, § IV), la sui- 
vante : 

(i3) 5j(fx)nj(fx') = 5j(fx -I- fi')- 

II est essentiel de remarquer que cette derniere formule subsistera 
uniquement pour les valeurs de z comprises entre les limites z = — i, 
3 = 4-1, et qu’erttre ces limites la fonction imaginaire ra(p-), c’est- 
a-dire la somme de la serie (9), sera en meme temps continue par rap- 
port a 3 et par rapport a p. (voir ci-dessus le § I, theoreme I). 

Goncevons a present qu’au lieu de la serie (9) on considers genera- 
lement la serie (3), et que dans cette derniere on fasse varier la valeur 
de 3 par degres insensibles. Tant que la serie (3) sera convergente, 
c’est-a-dire tant que la valeur de z restera comprise entre les limites 



la somme de la serie sera une fonction imaginaire continue de la va- 
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riable z. Soil rz{z) cette fonction continue. L’equation 

57 ( 3 ) = «o+ «i5(cos6 + v/ — I sin0) -i- cj 3 ^ (cos 2 6 + y/— i sin 2 0) - 1 -. . . 

subsistera pour toutes les valeurs de 3 renfermees entre les limites 
— 4- ^5 ce que nous indiquerons en ecrivant ces limites a cote 

de la serie, comme on le voit ici : 

(i4) TS5{z) = Co -h 3 ( COS 0 -+- y/— I sin0) 4 - aj 3 = (cos 2 0 -4 y/— 'i sin 2 0) + ... 



On doit observer que I’equation precedente equivaut toujours a deux 
equations reelles. En effet, si Ton pose 

(i5) w(3)=r®(3)-4x(3)v^, 

©(s) et x(^) designant deux fonctions reelles, on tirera de I’equa- 
tion (i4) 

<f(s) z= Uo-h a,z COS0 4 - a^z- cos20 - 4 . . 

^(z)= sin0 -4 sin 20 +. . . 



Lorsque la serie ( 3 ) est donnee, on pent quelquefois en deduire la 
valeur de la fonction vs(a;) sous forme finie, et c’est la ce qu’on appelle 
sommer la serie. Nous avons deja, dans le § I, resolu cette question 
pour la serie (8). Nous allons maintenant chercher a la resoudre pour 
les series (9), (10), (ii); et, en consequence, nous traiterons I’un 
apres I’autre les trois problemes qui suivent. 

PaoBLiME I. — Trouver la somme de la serie 
( 9 ) I, ^s(cos04-\/ — isin0), — ^3®(cos20 4 - I sin20), 

I L • Of 



dans le cas ou Von attribae a la variable z une valeur comprise entre les 
limites 
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Solution. — Soit cr([x) la somme clierchee. En designant par a' une 
quantite reelle differente de (x, on trouvera 

(i 3 ) rs(fj.)m([x') = ay(ix-hix'). 

L’equation precedente, etant semblable a I’equation. (2) du Cha- 
pitre VIII (§ V), se resoudra de la meme maniere; et Ton en conclura 

= rt^lcosut -f- \/ — i sinp.f), 

le module r et Tangle t etant deux quantites constantes par rapport 
a p., mais qui dependent necessairement de s et de 0 . On aura done, 
entre les Ijmites s — —i , s = -t-i , 

1 I + —3 (cos 5 — I sinS) 4 - — 1 ^ 3 ^ (cos 2 0 + ^ — i sin2 0 ) H-. . . 

(17) j ' ’'•2 

( /•!^(cosp^ + — I sin pi). 

Pour determiner les valeurs inconnues de r et de on fera, dans 
Tequation (17), p.= i, et Ton en tirera 


I -4- 3 cosS -I- 3 sinSy/ — i = r cost 4- r sinf \/ — i 

ou, CO qui revient au meme, 

1 + 3 COS 0 = r cosi, 

3 sin 0 = r sini. 

On trouvera par suite 

i 

Z' zm ( I — }- 2 cos 0 ® 5 

puis, en observant que cosi = - ^ reste positif pour toute va- 

leur numerique de s inferieure a Tunite, et designant par Jt un nombre 
entier quelconque, 

, . .c sin0 , , 

arc tang- — 7. ±12^71. 

^ i-hjs cos 6 

Cela pose, si Ton fait, pour abreger, 


(18) 


s = arc lang 


5 sin 6 
I zcosQ^ 
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I’equation (17) deviendra 

f “ -3 (cos0 -+• \/ — I sin 6) + ^ (cos 2 9 -I- \J — i sinaS) + ... 

1 

■— (i-h 2 :;cos 0 -+-. 32 )‘^^(cos|li,^h-^/— I sin/jL^) 

(s— . I, 5 = H-i), 

la valeur de t etant determinee par la formule 
(30) f =r .? ±; •>, A'TT, 

dans laquellc Ic nombre entier k ne pent dependre que des quantiles 
2 ot 0. 

Remarquons a present que le premier membre de I’equation (19) 
cst, entrc Ics limites 2 = — i, 2 = 4-1, une fonction continue de 2, 
qui varie avec 2 par degres insensibles, quelle que soit la valeur de p.. 
Le second membre de I’equation devra done jouir de la meme pro- 
priete, ou, en d’autres termes, les quantiles 

(l H- 22 COS 0 -t- 2 -)^COSpt«, 

(i • ■ . 

(i 4- 22 cos(? 4 - 2^)’* sinfii 
et, par consequent, les suivantes 

cos (2.9 sinp< 

devront varicr avec 2 par degres insensibles, pour toutes les valeurs 
possibles de p.. Or cette condition ne pent etre remplie que dans le cas 
oil t lui-meme varie avec 2 par degres insensibles. En effet, si un 
accroissement infiniment petit de 2 produisait un accroissement fini 
de t, de maniere a changer t m t + a,a designant une quantile finie, 
les cosinus et sinus des deux arcs 

pf, p(< 4 -a) 

ne pourraient demeurer sensiblement egaux, qu’autant que la valeur 
num^rique du produit p.a serait a tres peu pres un multiple de la cir- 
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conference, ce qui ne pent etre vrai que pour des valeurs particulieres 
du coefficient p., et non pas generalement pour des valeurs fmies quel- 
conques de ce coefficient. On doit done conclure que I’arc z = ^ ± 
est fonction continue de z; et, comme des deux quantites s, k, la pre- 
miere, determined par I’equation (i 8 ), varie avec z d’une manifere 
continue entre les limites 5 = — i , z — tandis que la seconde, 
assujettie a rester toujours entiere, n’admet que des variations fmies 
d’une ou de plusieurs unites, il est clair que, pour satisfaire a la con- 
dition enoncee, la quantite s devra varier toute seule, et la quantite k 
demeurer constante. Cette derniere quantite sera done indepen dante 
de z, et, pour en connaitre la valeur dans tous les cas possibles, il suf- 
fira de la cherclier en supposant .3 = 0. Comme on a, dans cette hypo- 
these, s = o, i = ±: ^kiz, on tirera de I’equation (19) 

I = cos(2A'p7t) i — isin(a^p7r), 

quelle que soit la valeur de p, et par suite 

k — o. 

Cela pose, la formula (20) donnera generalement 

t — Sy 

et I’equation (19) se trouvera reduite a 

( 1-1- - 3 (cos 0 -h \J — I sin 0 ) -t- 3® (cos 2 0-i-v/ — i sinaS)-!-... 

(21) ' " 1.2 ^ 

I 1 

( = (i -+- 23 COS0 (cosps ■+■ \/ — V sinps), 

(s=;— I, 3r=-f-l). 

De plus, si I’on a egard a la formula (27) du Chapitre VII (§ IV), on 
reconnaitra facilement que le second membre de I’equation (21) peut 
etre represente par la notation 

[n- s(cos0 -h \/— I sinS)]^. 

On aura done, en supposant toujours la valeur de s comprise entre les 
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limites — i et + i , 

j I + ^ 5 (cos 6 4 - \/ — I sm 0 ) + 3 ** (cos 2 5 4- \/ — i sin 2 0 ) 4-... 

( 22 ) J ^ ^*2 

( = (i 4 - 3(cos0 4- v'^sine)]’^ 

{z = — i, s = 4-i). 

En d’autres termes, I’equation (20) du Chapitre VI (§ IV), savoir 

I 1,2 ^ ^ 

subsistera, non seulement si Ton attribue a la variable a; des valeurs 
reelles comprises entre les limites — i, 4-1, mais encore si Ton fait 

X — 5(cos0 4- \j — I sinS), 

la valeur numerique de z etant inferieure a I’unite. 

Corollaire I. — La formulc (21), comme toutes les equations imagi- 
naires, equivaut a deux equations reelles, qu’on obtient en egalant de 
part et d’autre les parties reelles et les coefficients de \/— i . On trou- 
vera de cette maniere 

i I4- 1^3 COS 0 4- ^ - - 3^ COS20 4-. . ■ — (l 4- 23 COS0 4- 3^)^ ^COS/2^, 

-3 sin 0 4- ^ 3* sin 2 0 4-. . . = (i 4- 2 3 cos0 4-3^)“*^ sinus 

I 1.2 

(3 = — I, 5=r-l-l) 

la valeur de s etant toujours determinee par I’equation (18). 

Corollaire 11. — Si dans les formules (22) et (28) cyj pose p. = — i , 
et qne Ton y remplace z par — s, on obtiendra les equations (8) et 
(]o)du§I. 

Corollaire III. — Si Ton pose 0 = ^ ou, ce qui revient au meme, 
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la valeur de s, donnee par la formule (i8), deviendra 


s ==: arc lang^, 


et restera comprise entre les limites — H- - pour toute valeu 
numerique de -s inferieure a Tunite. Dans la meme hypoth^se, oi 
aura evidemment 




sin. 9 
cos. 9 ’ 




et Ton tirera des ^uations (aS), mais seulemcnt pour les valours de . 
comprises entre les limites don t il s’agit, 


(24) 


cosus = cosi''^ — — — cost'""^5 sin-5 

1.2 

I .2.0 .4 

sinfjL^n: -'cosl^“^5 sin9 — ^ 

1 1 . 2,3 


cosH'~' 3.9 sin•^9 H- , 


TT 7T 

^ = -4’ ^ = -"4 


Par consequent, si dans les formules (12) du Chapitre VII (§ II) on 
remplace le nombre entier m par une quantite quelconque p., cos for- 
mules, qui avaient lieu pour toutes les valeurs reelles possibles de 
I’arc s, ne -seront plus vraies generalement que pour des valeurs 

numeriques de cet arc inferieures a y- 

' 4 

Probl6me II. — Trouver la somme de la serie 
(lo) I, -(^cosB + \J — I sin0), y— ^(cosaO -f- y/ — isinaO), 

(jmlle que soil la valeur numerique de z. 

Solution. - Si dans les equations (18) et (21) on remplace s par as 
et p par a designant une quantite infiniment petite, on trouvera. 
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pour toutes les valours do as comprises entre les limites - i, + i, ou, 
CO qui rcvient au memo, pour toutes les valeurs de s comprises entre 
les limites ' 


a a 


Y (cosG + sj— I sin 6 ') 4- ~ (cos20 + i sin2^) (i ■— a) 


( 25 ) 


+ ^ V" — ^ sin 30 ) (1 — a)(i — 2a) -1-... 


= (i 4 - 2 a^cos (5 + a- 4 ;-)-“(cos~ sin - 

' a ' a 


I 

~ ) 
a 


I’arc s etant determine par la formule 


(26) 


.? = arc tang 


as sinS 
1 + as COS0 


Si maintenant on fait decroitre indefiniment dans I’equation ( 25 ) la 
valour numerique de a, on trouvera, en passant aux limites, 


^ ^2 

4 - y(cos 04 - sin^) y^(cos 20 4 -v/~~^ sin 20 ) 


(^^ 7 ) 


4 - 4 -\/“- I sin 30 ) -h . . . 


rr“. lim 


I (i - 4 - 2az COS 0 4 - ^cos ^ 4 - v/— i sin 

(:;zz: — 00, ^jiii4-oo). 

II restc a chercher la limite du produit 


0 ] 


(i -H 20 C 3 cos 9 4 - (cos ^ I sin ^ p 


et, par consequent, celle de chacune des quantiles 


(i ~h 2az cosO 4 - (X-Z^Y°^y 


Or, en premier lieu, si Ton fait 

2 a s: cos 0 4 - OC" -S- = 6 , 


OKuures de C\ — S. U, t. III. 


32 
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(1+ 2a^cos0+ a- 



(1 + 6) " 


et, par suite, 

, r l,.n(=cosO + ---j 

lira(l + 25t5C0s6+ a-3-)^“= "1“ ®)’J 

De plus, la valeur cle s donnee par Tequation (26) etant infiniment 
petite, le rapport 

.9 I 

=: cOSi‘ 

tang . 9 sirj .9 

.9 


aura pour limite Tunite; et, comme on tire de Tequation (26) 

tang^ _ .Gsin 0 
a ^ 1 ■+• ocz cosO^ 

s .9 ;ssin 0 

a ” iang.9 i -h ocz cos / 


on trouvera, en passant aux limites, 


lim 


— ^ sin0. 


Cela pose, il est clair que le second membre de Tequation (25) aura 
pour limite rexpression imaginaire 

e2cos6[cos(3sin^) 4- v/'“^ sin(3sin6^)I, 

en sorte que la formule ( 2*7) deviendra 


. ox i ^ y(cos^ 4 - \/— 1 Sin^) 4- — (cos 2^ 4- s/'—'i sin^O) 4-. . . 

20 ) ^ j . 2 

( =e*«>»®[cos(ssin0)-t-v/^ sin (3 sin 9 )] 

(^——00, 51=4-00), 

la valeur de la variable reelle z etant completcment arbitraire, puis- 
qu elle peut etre choisie a volonte entre les valeurs extremes z= — x, 

•S = + X. 
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CoroUaire I. — Si, en comparant les deux membres de [’equa- 
tion (28), on egale de part et d’autre : 1“ les parties reellcs; 2“ les 
coefficients de v — on obtiendra les deux equations reelles 

gz CUS0 sin0), 

g=cos6 gi(j ^ - sin6) 

oc). 

CoroUaire II. — Si Ton suppose 0 = ^ ou, ce qui revient au meme, 


1 IH COS0H — COS 2 O , .:=z 

I I 1.2 

(29) 

f - sin 6 4- sin 2 0 -f- “ 
' I 1 . 2 


COS 0 =ZO, sin 0 :=::i, 

les equations (29) deviendront 


(3o) 


,,4 


I — 


1 .2 


1 .2.3.4 

..3 


.=:COS 5 , 


1.2.3 


H-. . . = sin . 




■ 00 ). 


Ces dernieres subsistant, aussi bien que les equations (29), pour des 
valeurs reelles quelconques de 5, il en resulte que les functions sins 
et cpss sont toujours devcloppables en series ordonnees suivant les 
puissances ascendantes de la variable qu’elles renferment. Comme 
cette proposition merite d’etre remarquee, je vais la demontrer ici 
directement. 

La serie 

X a;- 


etant convergente pour toutes les valeurs reelles possibles do la 
variable x, restera convergente (en vertu du theordme I, corol- 
laire I) pour des valeurs imaginaires quelconques de cette meme 
variable. Si Ton multiplie la somme de cette serie par la somme de 
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la serie semblable 


en ayant egard a la fois au theoreme III du § I et a la formule (6) du 
Chapitre VIII (§ IV), on trouvera, poilr toutes les valours possibles 
reelles ou imaginaires attribuees a a; et ky, 


(3i) 


X ■ X- 

H 1 h. 

1 1.2 


< 




I .. 

1 . 2 


J . 2 


-f-. . 


■) 


Lorsque, dans I’^uation qui precede, on rcmplace cc par xy — i et 
y^ 2 .v on obtient la suivante 


(32) 


X\J— 1 


V- 


+ . . . 


I 1.2 1.2.3 



d'lviE'' 

.2.3 


dans laquelle on pourra, si Ton veut, supposer reelles les variables x 
et/. Faisons, dans cette hypothese. 


^{x)-=z I -t- 



X- 
I . 2 


L’equation (da) deviendra 


\l — 1 

1.2.3 


etl’on en conclura [rozrle Chapitre VIII, § V, equation (la)] 


T:T(a;) — A*(cos6a:-i-v/— j sin6«) 

ou, ce qui revient au meme, 


a-yCTi ^2 a’V-i 

1 T , 

^ 1*2 1.2.3 I. 2. 3. 4 

= A“(cos6a;4-v^~ sin 6a;) 
(x=—ix>, x — ~hoo), 


( 33 ) 
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les lettres A et h representant deux constantes inconnues dont la pre- 
miere est necessairement positive. On aura par suite 


(34) 



X- 
I . 2 

X 

I 


X* 

I .2.3.4 


cos 6 ^, 


x^ 

T .2.3 


-H . . . ” sin hx 


{x — — 00, .^“H-oc). 


Pour determiner les constantes inconnues A et b, il sulFira d’observer : 
i“ que les formules (34) doivent subsister lorsqu’on y change cc en 
— X, et que, pour remplir cette condition, il faut necessairement sup- 
poser 

A*=A-® 


par consequent 

A — r; 


0 .° quo, si, apriis avoir divise par x les deux membres de la seconde des 
formules (34), on fait converger la variable x vers la limite zero, le 
premier membre convergera vers la limite i, et le second membre, 
savoir 


vers la limite b-, d’oii resulte I’equation 

b=.i. 

Gela pose, les formules (33) et (34) deviendront respectivement 


(35) 


I “4“ 




X\J^^ \ X^ 


x^sj- 


I 1.2 1.2.3 1.2. 3. 4 

( 11“ + 1 sin^ 

{x=: — 00, ^=;-l-oo); 


( 36 ) 


I I .2.3.4 


-. . .=ZCOSXy 


x^ 


-Jr . , .= sm X 


1.2.3 

(jjzn — 00, .2; = -4 -oo). 
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Si dans les deux derniferes on remplace la variable x par la variable s 
on retrouvera les formules ( 3 o). 

II estessentiel d’observer que I’equation ( 3 d), lorsqu’on y suppose 
X = ^sinO, fournit le developpement de 

cos(5sin0) + v^— I sin(5Sin0) 

suivant les puissances ascendantes de s. Si Ton inultiplie ce develop 
pement par celui de 

qZ cosO^ 

en avant egard a la formule ( 3 i), qui subsiste pour toutes les valeur 
reelles et imaginaires des variables qu’elle renlermo, on obtiendr 
precisement I’equation (28). 

ProblIme III. — Tromer la somme de la serie 


(•') 


I y(cosS + \l— I sinS) — Y (cos 2 0 -h V' — * sinaS), 
< 

I -h y(cos30 + I sin30) — . . . 


dans le cas ou Von altrihiie a la variable z une valeur comprise entre k 
limites 


Solution. — Si Ton prend a Tordinaire la lettre I pour la caracterii 
tique des logarithmes neperiens, on aura 


(l 4 - 2 SCOs 6 -hS-) 




Y [1/(1 -1-2;: eosO ■+• c'M 

: e- , 


etpar suite Tequation (21) pourra etre mise sous la forme 

sin^) 4- — ' Y ' ^ ^ z~(cos20 4- y ' i sin 2 ( 9 ) 4 -. . . 

^cosjUL^ -h \/— I sinfjis) 

=2 — I , .ij HZ 4- i), 


TH- ^s(cOS 0 


- (l/{l-i- 2 iC 0 s 94 - 3 S) . 


PREMlfeRE PARTIE. - CHAPITRE IX. 255 

la valeur de s etant toujours donnee par la formule (i8). Si dans 
I’equation precedente on developpe les deux facteurs du second 
inembre en series convergentes ordonnees suivant les puissances 
ascendantes de p., puis, que I’^on effectue le produit des deux deve- 
loppements a I’aide de la formule ( 3 i), on trouvera 

I -h js{cosd -h \J— I sinS) + J-(cos20 + — i sin26) 4-. . . 

— I + Y / ( I -i- 2 Z COS 6 -f- Z ~ ) 4~ s y/ — I j 

4- ■— 2 3 COS 0 4- 3-) 4- s\/— lj'4- . . . 

(3 — — I, 3=-M). 

Enfin, si, apres avoir retranclie I’unite de cliaque membre, puis divise 
les deux membres par p., on fait converger la quantite pi vers la limite 
zero, on obtiendra I’equation 

( -- ( COS 6 -4- \/— I sin 0) — — (cos 2 0 4 - i sin 2 0) 4- . . . 

( 37 ) ^ ^ . 

I 33 : I /(l 4 - 23COS0 4- 3 ^) I 

(3=3 — 1 , 3 = 4-1). 

Corollaire I. — Si Ton egale, dans les deux membres de I’equa- 
tion (37) : 1° les parties reelles; les coelFicients de sj — i , et que 
Ton remette pour s sa valeur determinee par la formule (tb), on 
obtiendra les deux equations reelles 

— cos 2 0 4 - ^ cos30 — ,. .= t ^(r 4- 23 COS0 -4- 3-), 

3 - ,. 3 “ • 3 si 110 

— sin 20 4- — sin 3 0 — ■ . . = arc tang - : 

2 O A “T" C-lJb C/ 


1 - COS0 — 

-sin0- 


(3 — — I, 3 — -H 1). 
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Corollaire II. — Si i’on suppose ^ ^ on, ce qui revient au meme, 

cos0 = o, sin0 = i, 
la seconde des equations (38) deviendra 

(89) ^ ^ arc tangs (s^r — i, s-r + i). 

O 0 

La serie qui forme le premier membre de cette derniere equation 
etant convergente, no-n seulement pour toute valeur numerique de z 
inferieure a I’unite, mais aussi lorsqu’on suppose :; = i {voir le Cha- 
pitre VI, § 111, theoreme III), il en resulte quo I’equation subsistera 
dans cette derniere hypothese ; et, comme on a d’ailleurs 


arctang(!) = y, 

on en conclura 



La formule (4o) peut servir a calculer par approximation la valeur 
de -rt, c’est-a-dire le rapport de la circonference au diametrc. 

§ III. — Notations employees pour representer quelques fonctions 
imaginaires auxquelles on est conduit par la sommalion des series 
convergentes. Proprietes de ces mimes fonctions. 

Considerons les six notations 

A*, sina;, cos.r, 
hx, arcsina^, arccos^. 

Si Ton attribue a la variable x une valeur reelle, ces six notations 
representeront, comme Ton sait, autant de fonctions reelles de x, 
qui, prises deux a deux, seront inverses Tune de I’autre, c’est-a-dire 
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donnees par dos operations inverses, pourvu toutefois que, A desi- 
gnant un nombre, L exprime la caracteristique des logarithmes dans 
le systeme dont la base est A. II reste a fixer le sens de ces memes 
notations, dans le cas oil la variable x devient imaginaire. C’est ce 
que nous ferons ici, en commenQant par les trois premieres. 

On a prouve que, dans le cas oil la variable x est supposee reelle, 
les trois fonctions representees par 

A^, sinjp, COSO? 


sont toujours developpables en series convergentes ordonnees suivant 
les puissances ascendantes et cntieres de cette variable. On aura, en 
cffet, dans cette hypothesc. 


(0 


xlA x-{lAY x^{lAY 


I .2 


1 . 2.3 


COS.?- I 1 


Sin .-r 


ai 


1 . 2.3 " ’ ’ 


la caracteristique I designant un logarithme neperien. De plus, comme 
(cn vertu du thcoreme I, corollaire I, § II) les series qu’on vient de 
rappeler rcstent convergentes pour loutes les valeurs reelles ou ima- 
ginaires de la variable x, on est convenu d’etendre les equations (i) a 
tons les cas possibles, et de les considerer comuie pouvant servir a 
fixer, lors meme que la variable devient imaginaire, le sens des trois 
notations 

A-^, sirij?, cos^. 


Observons 
on fait 


maintenant que, si dans la premiere des equations (i) 
•A = e. 


e designant la base des logarithmes neperiens, on en tirera 

OEuvres (le C.--- 
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puis, en ecrivant successivement, au lieu de x, xlk, xsj—v 

— X I , ■ 

(3) 

f /--- X , X'^ ; 

I — - \J^ - 1 j X \J ~~- 1 -h 

I I 1.2 1.2.3'^. 


t> r I A 


xlk xHjky 

I 1.2 


x^ {Iky 

1.2.3 


; QXyJ~l ~ 1 


I 


X" 
I . 2 


X’^ 

1.2.3 


On aura par suite 

' ^r/A — kx 

(4) ) “ COS.2? -h V'— I siiicT, 

I — COS^ — * SillcT, 


la variable x pouvant toujours etre ou reelle, ou imaginaire. De plus: 
Tequation (3i) (§ II) donnera, quels que soient x etj, 

(5) e^ey=.e^-^y, 

Cela pose, il deviendra facile d’obtenir sous forme finie les valeurs cl 
sino? et cosx correspondantes a des valeurs imaginaires de 1 
variable x. En effet, si Ton suppose 

(6) X:zr.oc^B\/ — J, 

a, S representant des quantites reelles, on conclura des deux pn 
mieres equations (4) jointes a Tequation (5) 

[y ) k^zzz A“(cos6 / A + \/-^isin6i?A), 


et des deux dernieres equations (4) 


(S) 


COS^ : 




Sin^ : 


.2 

Q~xfy 


‘isj — I 


puis, en remettant pour x sa valeur a -f- S \/— i , et developpant 1< 
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seconds mernbres, 


^ 

COS x~ cosa sin a J — i , 

2 .2 V ? 

j ^ ^ ^ _____ 

sin X n- — ^ — sin a H cos a w'-- 1 

2 2 ' 

= COs(j-a - 6^/:^). 

Ainsi, dans I’hypothese admise, les trois notations 

A*, sinar, cosic 

designent respectivement les trois expressions imaginaires 
A“(cos6 Ik + v'— I sinS / a), 

A- ^ / — — 

— 1 sin a H cosa v/-~ i, 

_i_ . ^6 g 

— - cosa sinavz—i. 

2 2 ^ 


Dans la merne hypothese, si Ton fait 


k~ e, 


I’equation (7) fournira pour la notation 


la valeur suivante : 

e“(cos6 4 - \/’ — I sin 6). 


Les valeurs des trois fonctions 

A^, sinar, cosa; 

se trouvant fixees par ce qui prec'ede, dans le cas ou la variable x 
devient imaginaire, nous avons encore a chercher quelles definitions 
on doit donner, dans le meme cas, des fonctions inverses 



Lx, arcsina;, arc cosa; 
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ou plus generalcment quel sens on doit alors attribuer aux notation 
L((a;)), arcsin((^)), arccos((x)). 

Supposons toujours 

jrrr — 1 p( COS 0 -H - 1 sin G), 

a, S designant deux quantites reelles qui peuvent etre remplacecs pa 
!e module p et I’arc reel 6. Toute expression imaginaire u-^ v\j — 
propre a verifier I’equation 

(,o) A"-^*’''-* — a H- 6 \,l— I X 

sera ce qu’on appelle un logarithme imaginaire do x pris dans Ic sys 
(erne dont la base est A. Comme I’equation (ro') fournit, ainsi qu’oi 
le verra ci-apres, plusieurs valeurs de u -+- e v'-- i, dans le cas mfitn 
oil S se reduit a zero, il en resulte que toute expression, soit imagi 
naire, soit reelle, a plusieurs logarithmes imaginaires. Lorsque I’oi 
voudra designer indistinctement un quelconque dc ces logarithme 
(parmi lesquels on doit comprendre le logarithme reel, s’il y en a) 
on emploiera la caracteristique L ou / suivie de doubles parentheses 
en ayant soin d’enoncer dans le discours la base du systeme. Nou 
choisirons de preference la caracteristique I, lorsqu’il s’agira de loga 
rithmes neperiens pris dans le systeme dont la base est e. Kn vertu d 
ces conventions, les divers logarithmes des quantites reelles ou expres 
sions imaginaires 

I, — I, 1, X 

se trouveront respectivement designes, dans le systeme dont la bas 
est A, par 

b((i))» L((— 0). LCCaH- 0)> 

et, dans le systeme neperien dont la base est e, par 

^((0), t((-i)), /((a + Sv/--i)), Kix)). 

Cela pos6, pour determiner ces divers logarithmes, il suffira de re 
soudre les problemes suivants. 
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PROBLiiiiE I. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de 
I’ expression 

Solution. — Soil i Tune de ces valeurs, u, v designant 

deux quantiles reelles. On aura, d’apres la definition meme de Tex- 
pression /((i)), 

OU, ce qui revient au meme, 

e" (cos V -h y/'— I sin c) — i . 

On tirera de cette derniere equation 

e"—; I, 

COSO -!- y/ — I sine =; t 

et, par suite, 

U — O, 

cos<> — i, sin 0 — 0, e — 

k representant un nombre entier quelconque. Les quantiles u et o 
etant ainsi determinees, les diverses valeurs de m + oy/— i propres a 
verifier I’equation (i i) seront evidemment comprises dans la formule 

— i=rb 2 A' 7 r^ — i. ■ 

En d’autres terraes, les diverses valeurs de l{{i)) seront donnees par 
I’equation 

(12) Z((i)) — ± 2/rii \/— 1 . 

Parmi ces valeurs une seule est reelle, savoir, celle qu’on obfient en 
posant/l" = o, et qui se reduit elle-meme a zero. C’est pour repre- 
senter cette valeur reelle qu’on emploie communement la notation 
simple 

/(i) OU Ai. 

Quant aux valeurs imaginaires de /((i)), elles sont evidemment en 
nombre infini. 
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Probleme II. — Trouver les dwerses valeurs de i’ expression 

Solution. — Soil u + t'v'— i I’une de ces valeurs, u, u clesignaat 
deux quantiles reelles. On aura, d’apres la definition memo de I’ex- 
pression /((— i)), 

(i3) I 

ou, ce qui revient au meme, 

e" (cos -I- V' - ) sine) — I . 

On tirera de cette derniere equation 

m r , 

COS i' -h V' I sin :v: -- I 

et, par suite, 

U “ O, 

cose — — I, sine — o, e — :t (2 A" -i- i ) 7 :, 

k representant un nombre entier quelconque. Les quantites u, v etant 
ainsi determinees, les diverses valeurs de u + — i propres a veri- 

fier r^uation (i3) se trouveront evidemment comprises dans la for- 
mule 

M e V — I — ± ( 2 A- + I ) 7t V I . 

En d autres termes, les diverses valeurs de /(( — i)) seront donnees par 
I’equation 

04) 0(— 0) = (sA- 4 - 4 . 

Par consequent ces valeurs seront toutes imaginairos ct en nombre 
infini. 

PROBLiME III. — Tromer les diverses valeurs de. V expression 

A((a4-Sv''~i)). 

Solution. - Soil M + ev/- i I’une de ces valeurs. On aura, d’apres 
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CorollaireL — Si Ton fait, pour plus de commodite, 

(,-) C:=arclangJ, 

il sera facile d’introduire dans la formule (16) I’arc Z. au lieu de I’arc 0 
En elfet, on pourra supposer 

0 =r. S 

si a est positif, et 

si a est negatif. On trouvera, dans la premiere hypothese, 

(18) /((a + Sv/~0)=^(p)+?v''-* +^((0) 
et, dans la seconde, 

(19) /((a + Sv^— i)) — ' -HTry'— 1 -+-^((i))- 

Si danscette derniere equation on fait, en particulicr, 

a -l- 6y/— I rr — I, c’est-ti-cUre «-:— r, S = o 

et, par .suite, 

p = i, 

on obtiendra la suivante 

(20) /((_i)) — tt/— Y -+- /((O). 

II en resulte qu’on aura generalement, pour des valours negative 
de a, 

(21) ^((a + 6 \/ — 1)) = /(p) + ^ \J — I 4- /(( — 1)). 

Supposons maintenant que dans les formules (18) et (21) on sub 
stitue a la place de p et de leurs valeurs 

+ et arc tang-. 

a 

On trouvera, pour les diverses valeurs de 
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1° Si a est positif, 

(22) Z((a + ^\J— i)) = S*) + ^arctang^^ \J— i + /((i)); 

2" Si a est negatif, 

(23) ^((a ■+- 6 \/— i))= 62) ^aj.g{ajjg j 

Corollaire II. — Si, dans les equations (22) et ( 23 ), on suppose 
S = o, dies donneront respectivement, pour des valeurs positives 
de a, 

( 24 ) , i((cx)) — /(a) -h l((i)) = /(a) ±2 ^t:\/— j 

et, pour des valeurs negatives de a, 

( 25 ) /((«)) rr: l(— a.) -t- l{{— l)) rr: l{— a.) ± (2A' + 1)71 (/— i , 

k devant toujours etre un nombre entier. II suit de ces dernides for- 
mules qu’une quantite reelle a a une infinite de logarithmes imagi- 
naires, parmi lesquels se trouve un seul logarithme reel, dans le cas 
oil a est positif. On obtient ce logarithme reel, designe par la notation 
simple /(a) ou la., en posant, dans I’equation (24), ^ = o. 

Scolie /. — Parmi les diverses valeurs de /((i)), ainsi qu’on I’a deja 
remarque, il en est une egale a zero, que Ton indique par la notation 
l(i) ou /i, en faisant usage de parentheses simples, ou meme les sup- 
primant tout a fait. Si Ton substitue cette valeur particulide dans 
I’equation (22), on obtiendra une valeur correspondante de 

/((a + 6\/— '))> 

que I’analogie nous porte a indiquer, a I’aide de parentheses simples, 
par la notation 

l(a + 6 ^ — 1 ). 

C’est ce que nous ferons desormais. Par suite, on aura, en supposant 
a positif, 

(26) /(aH-6v^) = ^^(«* + S*) + (a'’ctang|^ V^- 
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Si, au contraire, a devient negatif, — a etant alors positif, oa trou- 
vera 


— a 


6 i) = - l{ix^ -Jr + { arclang 



ou, ce qui revient au memc, 


(27) 


K- 


§\/—i) = Q-) + ^arc tang^^ ' • 


En faisant usage des notations precedentes, on reduira les equa- 
tions (22) et (aS) a celles qui suivent 

( 28 ) ® — * )) cc -}- S \/ — l) 4 - ^((l)), 

(29) /((a 4 - S\/^)) = l{— a — 6 \/^) + ^((— i)). 


la premiere se rapportant a des valeurs positives de a, et la seconde 
a des valeurs negatives de la'meme quantite. En d’autres termes, sui- 
vant que la partie reelle d’une expression imaginaire representee par 
X sera positive ou negative, on aura 

( 3 o) l{{x)) = l(x)-^l({i)) 

ou bien 

(30 ■ /((a:)) = Z(-^)- 4 Z((- 0 ). 


En resumant ce qu’on vient de dire, on voit que la notation 

l{x) 

a une signification precise determinee par I’equation (26), dans 
cas seulement oil la partie reelle de Texpression imaginaire repr6- 
sentee par x est positive, tandis que la notation 

a, dans tons les cas possibles, une infinite de valeurs determinees par 
I’unc des equations (28) et (29). 
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Probl^ime IV. — Trouver les diverses valeUrs de V expression 

L((a-4-6v^)), 

la caracleristiqae L indiquant un logarithme pris dans le systime dont la 
base est A. 

, Solution. — Soit toujours u-\-v\j — i Tune des valeurs de I’expres- 
sion que I’on considere. On aura, d’apres la definition meme de cette 
expression, 

(32) A'^+^V^ = a 4- 6 

ou, ce qui revient au meme. 


g(K+l-\/-l)/A_ g y/_ I , 

I etant la caracteristique relative aux logarithmes neperiens. On en 

conclura 

(^u v\J—i)lk = ^((« 4- i)) 

I 

et, par suite, 

^ /((a + g^rr?)) 

« 4- e V j]y — 

ou, en d’autres termes, 

(33) L((a+6v^))=^&iiO). 

Cette derniere equation subsiste dans le cas meme oil S s’evanouit, 
c’est-a-dire lorsque I’expression imaginaire se reduit a 

une quantite reelle. 

Scolie. — Si Ton suppose la quantite a positive, a la valeur particu- 
liere de /((a 4- ^\/— i)) representee par /(a 4 - i) correspondra 
une valeur particuliere de L((a + i)), qfue I’analogie nous porte 

a designer a I’aide de parentheses simples par la notation 


L(a4-§\/— 1 ). 
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Cela pose, on aura, pour des valeurs positives de a. 


( 34 ) L( 


— ^ + ’ r 


arc tanc:- 




tk 


vCiT. 


De plus, si dans I’equation ( 33 ) on substitue pour /((a h- S </*— i)) sa 
valeur tiree successivement des formules (28) et (29), on trouvera, 
pour des valeurs positives de la quantite a, < 

( 35 ) L((a -F 6v/^)) = + zr L(a -h 6 v/^) + L((i)), 


ct, pour des valeurs negatives de la meme quantite, 
(36) 


L(» + e j/ZT) = 


/A ' Ik 

L(_«-Sv'=T) + L ((-.)). 


En d’autres termes, suivant que la partie reelle d’une expression ima- 
ginaire representee par x sera positive ou negative, on aura 

(37) L((^)) =: L(^) + L((i)) = L('a;) ± 
ou bien 

(38) L((a;)) zz L(- X) + L((- i)) = L(- a;) ± . 

k designant un nombre entier quelconque. On pent ajouter que des 
deux formules precedentes la premiere subsiste pour toutes les valeurs 
reelles positives a;, et la seconde pour toutes les valeurs reelles nega- 
tives de la meme variable. 

Apres avoir calcule les divers logarithmes de I’expression imagi- 
naire 

■r = a -1- S (/— I , 

proposons-nous de trouver les arcs imaginaires dont le cosinus est 
egal a x. Si Ton designe par 
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Fun quelconque de ces arcs, on aura, pour determiner — 

Fequation 

cos(« + v\J — i)=:a-t-§y/ — i 
ou, ce qui revient au meme, la suivante 

(Sg) ^ cos« ^ siQi^y— i = a -i- b i , 

laquelle se divise en deux autres, savoir 


(4o) COS^^~3e, siHi^rz: — 6. 


A ces dernieres on pent substituer le systeme equivalent des deux 
formules 


(4i) 


« 


cos« sinw 


e-''= 


cos£< sm« 


De plus, si Fon elimine v entre les formules (4i)» on en tirera succes- 
sivement 


cos* tt sin* u 

sin‘££ — (i — «* — S*) sin*M — 6 *= o; 

puis, en observant que sin*i^ est necessairement une quantite posi- 
tive, 

. , 1 — a* — S* 

sin* u = 

2 

On aura, par suite, 

cos* u = 


14- a* 6 * 


1 4- «* -I- 6* 


6*\ 

2 

V 2 ; 

/i 4- a* 4-6*'^ 

1 -C£* 

V - J 

3t* 

/■I4-a*-+-6*^ 

1 — 

1 y 


et, comme [en vertu de la premiere des equations (4o)] cosm et a 
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doivent etre dc meme signe, on trouvera, en extrayant les racines 
carrees, 



Cela pose, si Ton fait, pour plus de commodite, 


U = arc cos - 


( 43 ) 




i_ 

\cosU sinliy’ 


V=.^( 

on conclura des equations (4i) et (4^) 


( 44 ) « = ±U±2^7T, V — ±\, 

k designant un nombre entier quelconque, et les deux lettres U, V 
devant etre affectees du meme signe; en sorte qu’on aura definitive- 
ment 

(4'5) arc cos((a;)) =±: 2 ^':: ±(U + V — i). 

Parmi les diverses valeurs de arc cos((^)) que fournit I’equation pre- 
cedente, la plus simple est celle qu’on obtient en posant k = o dans le 
premier terme du second membre, et prenant Tautre terme avec le 
signe +. Nous la design erons a I’aide de parentheses simples, et nous 
ecrirons en consequence 

arc COs(a;) = U -t-V \/ — i 


ou meme, en supprimant tout a fait les parentheses, 

(46) arc cosa: = U -i- V y/— i . 

Dans le cas particulier oil, 6 etant nul, la quantite a reste comprise 
entre les limites — i, -m, la formule (46) se reduit, comme on 
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devait s’y attendre, a [’equation identique 

’ arc cos a. — arc cos a. 

D’autre part, si Ton obseryc que ±2^Tt represente un quelconque 
des arcs qui ont I’unite pour cosinus, on reconnaitra que I’equa- 
tion ( 45 ) peut etre mise sous la forme 

(4?) arc cos((,'r)) =:±: arccoso; + arc cos((i)). 

II cst encore essentiel de remarquer que, dans Ic cas oil Ton suppose 
6 = o ct la valeur numerique de a superieure a I’unite, rexpression 

arc cos a 

obtient toujours une valeur imaginaire. Cette valeur sera donnee par 
I’equation 

(48) arc cosa = /(a) y/— I 
si a cst positif, ct par la suivante 

(49) arc cosa rr: ir -l- a) y/— i = [/(— cc) y/— i ] y/— i 
si a dovient negatif. 

Considerons maintenant les arcs imaginaires dont le sinus est 
a -hS y/— r . Si Ton designe un quelconque de ces arcs par 

arc sin((x)) = u + ey/— j , 

on trouvera, en ayant egard a la seconde des equations (9), 

a; = sin(M + (>y/^)=: cos^^ — w — ey/— 1 j> 
et Ton cn conclura 

(50) ■ arc sin((a;)) = u + ey/— i = ^ — arc cos((a;)). 

Si, dans la formule precedente, on substitue les diverses valeurs de 
arc cos((a?)), dont I’unea ete designee par la notation arccos(a;) ou 
arccosa?, on obtiendra les diverses valeurs de arcsin((a7)), dont 1 une 
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sera designee par la notation arcsin(ir) ou arcsina;, et determinee 
par I’equation 

V . TT 

(di) arcsma;= arccosa?. 

A I’aide des principes que nous venons d’etablir, il est ake de 
reconnaitre les proprietes les plus essentielles dont jouissentles fonc- 
tions de la variable imaginaire x representees par les notations 

A*, cosiP, sinx, 

Lx, arccosa?, arcsina;. 


Pour obtenir ces proprietes, il suffit d’etendre les formules que ces 
fonctions verifient dans le cas ou la variable x est reelle, au cas oil la 
variable devient imaginaire. Cette extension s’effectue d’ordinaire 
sans difficulte pour chacune des trois fonctions 

A*, cos^, sin . 2 ;. 

Ainsi, par exemple, A, B, C, ... designant plusieurs nombres, on 
prouvera facilement que les equations 


( 52 ) 

( 53 ) 


i A^A»'A=... = A^+>'+=+-”, 

( A*B='C^...r:=(ABC..,)*, 
i cos(iP -4-y) = cosj? cos/ — sinajsin/, 
( sin («+/)= sina? cos/ + sin/ cosa? 


subsistent egalement pour des valeurs reelles et pour des valeurs ima- 

ginaires quelconques des variables x, y, z, Mais, si Ton consid^re 

des formules dans lesquelles entrent les fonctions inverses 

Lx, arccosx, arcsinx. 


on trouvera le plus souvent que ces formules, etendues au cas oil les 
variables deviennent imaginaires, ne subsistent plus qu’avec des res- 
trictions considerables, et pour certaines valeurs des variables dont il 
s’agit. Par exemple, si I’on fait 

X = « -f- 6 ^ — I, 6'y^ — i, z — a.” — i, 
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et, si Ton designe par p. une quantile reelle quelconque, on recon- 
naitra que la formule 

(54) L(a?)-f-L(j) + L(3 )+...= L(ay's. . .) 

subsiste seulement dans le cas oil, a, a', a", ... etant positifs, la 
somme 

^ 6 S' S" 

arc tang - -+- arc tang — , -h arc tang -i- . . . 

reste comprise entre les limites — f formule 

(55) L(a;i‘) = pL(a;), 

dans le cas oil, a etant positif, le produit 

6 

(j. arc tang - 

reste compris entre les memes limites. 
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CHAPITRE X. 


SUR LES RACINES RfiELLES OU IMAGINAIRES DES EQUATIONS ALGEBRIQUES DONT IE PREMIER 
MEMBRE EST ONE FONCTION RATIONNELLE ET ENTIERE d’gNE SECLE VARIABLE. RESOLUTION 
BE QUELQUES EQUATIONS BE CETTE ESPECE PAR L’ALGEbRE OU LA TRIGONOMETRIE. 


§ I. — On pent satisfaire. a toute equation dont le premier memhre est 
line fonction rationnelle et entiere de la variable x par des valeurs 
reelles ou imaginaires de cette variable. Bicomposition des polyndmes 
en facteurs du premier et da second degre. Representation geome- 
trique des facteurs riels du second degri. 

Consid^rons une equation algebrique dont le premier membre soit 
une fonction rationnelle et entiere de la variable x. Si n represente le 
degre de cette equation, elle pourra se mettre sous la forme 

(i) -H aja;"-'-!- 02^:"-’-+-. . . + -t- a^— o, 

a,, etant des coefficients constants reels ou imagi- 

naires. On appelle racine de cette meme equation toute expression 
reelle ou imaginaire qui, substituee a la place de I’inconnue x, rend le 
premier membre egal a zero. Supposons d’abord, pour fixer les idees, 
que les constantes a^, a^, a,, ..., se reduisent a des quantites 
reelles. Alors, si deux valeurs reelles de x substituees dans le premier 
membre de I’equation (i) fournissent deux resultats entre lesquels 
zero setrouve compris, c’est-a-dire deux resultats de signes contraires, 
on conclura du Ghapitre II (§ II, theoreme IV) que I’equation (i) 
admet une ou plusieurs racines reelles comprises entre ces valeurs. II 
en resulte que toute equation de degre impair aura au moins une 
racine reelle. En effet, si n est un nombre impair, le premier membre 



PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE X. 273 

de 1 equation (i) changera de signe, avec son premier terine 
toutes les fois qu’en attribuant a la variable x des valeurs numeriques 
tres considerables on fera passer cette variable du positif au negatif 
(voir le theoreme VIII du Chapitre II, § I). 

Lorsque n devient un nombre pair, la quantite a;" demeurant posi- 
tive taut que la variable x est reelle, le premier membre de I’equa- 
tion (i) finit par etre, pour de tres grandes valeurs numeriques de x, 
constamment de meme signe que Si, dans la meme hypothese, 
et «(, sont de signes contraires, le premier membre changera evidem- 
ment de signe, lorsqu’on passera d’une tres grande valeur numerique 
de a; a une tres petite, en laissant la variable toujours positive ou tou- 
jours negative. L’equation (i) aura done alors deux racines reelles : 
Tune positive et I’autre negative. 

Lorsque, n etant un nombre pair, et sont de meme signe, il 
pent arriver quo le premier membre de I’equation (i) reste, pour 
toutes les valeurs reelles de x, de meme signe que a^, sans jamais 
s’evanouir. C’est ce qui a lieu, par exemple, pour chacune des equa- 
tions binomes 

x^-+-i — o, I = o, ijj® I = 0 , 

Dans un cas semblable, Tequation (i) n’aura plus de racines reelles; 
mais on y satisfera en prenant pour x une expression imaginaire 

U + V \/— I , 

u, V designant deux quantites reelles et finies. Cette proposition et 
celles que nous venons d’etablir se trouvent renfermees dans le theo- 
reme suivant : 

XnEORfeME 1. — Quelles que soient les valeurs reelles ou les valeurs ima- 
ginaires des constantes a^, a,, . . ., a^-t, I’equation 

dans laquelle n designe un nombre entier dgal ou superieur d I unite, a 
toujours des racines reelles ou imaginaires. 
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Demonstration. — Designons, pour abreger, par f{x) le premie 
membre de I’equation (i) : f{x) sera une fonction reelle ou imagi 
naire, mais toujours entiere, de la yariable x-, et, puisque toute ex 
pression reelle Mse trouve comprise comme cas particulier dans un 
expression imaginaire u-\- i , il sufiira, pour etablir le theorem 
enonce, de demontrer generalement qu’on peut satisfaire a I’equatioi 

(i) f{x) — 0 , 

en prenant 

XT= u-\- 

puis attribuant aux nouvelles variables u ei v des valeurs reelles. Or 
si Ton substitue la valeur precedente de x dans la fonction f{x), 1 
resultat sera de la forme 

a{UyV) +\/—ix{u, v), 

x,(“> designant deux fonctions reelles et entieres des va 
riables u et v. Cela pose, I’equation (i) deviendra 

et, pour y satisfaire, il sufEra de verifier les deux equations reelles 

( '0 = 0 . 

I — o 

OU, ce qui revient au meme, I’equation unique 

(3) [o(M, p)p+[x(l«, (')]^=:0. 

Done,- si Ton pose, pour plus de commodite, 

(4) F(m, (') = [9(m, p)P-+-[x(m, e)]% 

il restera seulement a montrer que Ton peut obtenir des valeurs reelle 
de u et de V propres a faire evanouir la fonction 

F(j<, e). 

On y parviendra sans peine a I’aide des considerations suivantes. 
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D’abord, pour determiner la valeur generale de la fonction F(«i, v), 
on representera chacune des constantes reelles ou imaginaires a„, 
a^, ainsi que la variable imaginaire u-\-v \j'— i , par lo 

produit d’un module et d’une expression reduite; et Ton ecrira, en 
consequence, 

1 «0 --Po (cos 00 +v'^sin0o ), 

«i == pi (cos0t -t- \J— I sin 01 ), 

Pn-i(cos0„_i4- \/— I sin0;^_,), 
ctn —pn. (cos0„ -h \/— I sin 0„ ), 

(6) — I =r(cosi-t-v/ — isini).- 

On aura, par suite, 

I /(mh- 

,= por"[cos(nif 4- 0o) -t- V^— i sin(«« H- 0o)] . 

-t- Pi [cos(/i — I 0,) -t- y/— I sin(« — I . i + 0,)] -t-. . . 

-H p„_i/-[cos(it+ 0„_i) -h \/^i sin(i -t- 0„_i)] 

-f- p„(cos0„+ sin0„); 

et I’on en deduira 

(]> ( M, e ) = Po /■'* cos (nt H- 0o) + pi^"-' cos(rt — i + 0i) + . . . 

. . .H- p„_ircos(<+ 0„_i)H-p„cos0„, 

M, p) = Po r'' sin (nf H- 0o) + Pi /•"“* sin (n — i . « -i- 0i ) + • • • 

. . .H- p„_ir sin(« -h 0„_i) + p„ sin0„, 

F(m,p)= [por"'COS(n<-t- 0 o) + Pi^"“‘cos(/i — I .i + 0 i) +. . . 

. . . + p„_i r cos ( « + 0„_i ) + p» cos 0„ 

+ [po^*® sin(n^ 4- 0o) 4- Pi^''-^ sin(n — r .« + 0i) -t-. . . 

(g) / ...+ p*_,r sin(«4-0„-i)4-p„sin0„]^ 

+ apop, COS ( 0o - 0i ) 

. p®+ 2pop2 C0S(2«4- 00— Ss) 

\ + 7 ^ 
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II resulte de cette derniere formule que la fonction F(m, tou- 
jours evidemment positive, est le produit de deux facteurs, dont Tun, 
savoir 

croitra indefiniment si Ton attribue aux variables u, v, ou a Tune 
d’elles seulement, des valeurs numeriques de plus en plus grandes, 
tandis que 1’ autre facteur convergera dans la meme hypothese vers la 
limite p^, c’est-a-dire vers une limite finie differente de zero. On en 
conclura que la fonction F(m, e) ne pent conserver une valeur finie 
qu’autant que les deux quantiles u, e reQoivent elles-memes des va- 
leurs de cette espece, et devient infiniment grande des que Tune des 
deux quantites croit indefiniment. De plus, comme I’equation (4) 
donne pour F(m, v) une fonction entiere, et par consequent une fonc- 
tion continue des variables u et v, il est clair que F(m, v), variant avec 
elles par degres insensibles, et ne pouvant s’abaisser au-dessous de 
zero, atteindra une ou plusieurs fois ufie certaine limite inferieure 
qu’elle ne depassera jamais. Representons par A cette limite, et par 
«o, ^0 un des systemes de valeurs finies de u et de e, pour lesquels 
F(«, v) se reduit a A, en sorte qu’on ait identiquement 

(10) F(vo, «^o) = A. 

La ditference F(m, <^) — F(mo, e#) ne s’abaissera jamais au-dessous de 
zero ; par consequent, si I’on fait 

(11) («o-!- stA', 

a designant une quantite infiniment petite, et A, X: deux quantites 
finies, Fexpression 

F(«o-l-aA, ('„-(- a/f) — F(Mo>f’o) 

ne sera jamais negative. En partant de ce principe, il sera facile de 
determiner la valeur de la constante A, ainsi qu’on va le faire voir. 

Si dans Fexpression imaginaire f{u ey/— i) on substitue pour u 
et e leurs valeurs donnees par les formules (ti), cette expression, 
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devenant alors une fonction imaginaire et entiere du produit 

a(/i -i- 

pourra etre developpee suivant les puissances entieres et ascendantes 
de ce meme produit. En designant par 

R (cosT -i-v/— isinT ), 

Rj (cosTi 1 “t- \/ — I sinTj ), 



R„(cosT„+v/^ sinT„) 

les coefficients imaginaires de ces puissances dont quelques-uns peu- 
vent se reduire a zero, et faisant, pour plus de commodite, 

(i 2 ) /( -H AV— ' = p(cos6 -t- \/— I sinS), 

on obtiendra I’equation 

/[«o-t- (’o OJ 

R (cosT -t- sinT) 

+ aRj p [cos(Ti -f- 5) + ^ — I sin(Ti4-S)]H-... 

. . .■+■ a'‘R„p'‘[cos(T„ + n6) -h \J~i sin(T„ + /i0)], 

dans laquelle les termes du second membre, et par consequent les 
modules 

R, Ri> • • * , Rtt, 

ne sauraient s’evanouir tous en meme temps. Comme on aura d ailleurs 
/[h„+ aA + (p„+ «A)v/^] 

zz'<p (mq + «/i, — I CoH- otA), 

on conclura de I’^quation (i3) 

(0 ochf (’ 0 “]— ocAj) 

= RcosT 4 - aRjp cos(Ti 4 - 0) -f-. . .4- cos(T„ -H n9), 

othf Vq-\~ ak) 

R sinT 4~ aRip sin(Ti 0) + . . . -f- a'^R;,p'^ sm(T„ -h riB), 
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et, par suite, 

; F(mo + Po-H 

(i6) I = [RcosT + «Ripcos(T, + 0) +. . . + a'*R„p® cos(T„ -h n9)]* 

( H— [ R sin T -H ocRj p sin ( Xj ~H B ) -i- . . . H“ R/^p^ sin (T^ -f™ ti ^ )3^» 

Si dans cette derniere formule on pose a = o, on en tirera 

F(«o, f'o) — R^- 

i. 

Done = A, R = . Si maintenant on developpe le second membre 

de I’equation (i6) suivant les puissances descendantes de R, et que 

J. 

Ton y remplace ensuite R par A" , celte equation deviendra 

F ( Wq -h oc a, <^(j — I- 

= A + 2 A® ap[Ri cos(Ti — T -t- 5) 4- . . . a""‘p"""‘RB cos(T„ — T 4- n 

4- a^p- j [RiCos(Ti 4- 9) 4- ... 4- ct^-'p'^-'Ra cos(T„ -I- nB)Y . 
4-[Ri sin(Ti 4-0)4-. . .4- a«-ip«-‘R„ sin(T„ 4- wS)]' j 

et, si Ton fait passer dans le premier membre la quantite A = F(mo,('o)> 
on trouvera definitivement 

F(Mo 4- «A, (^(,4- aA) — F(«o, f'o) 

= 2 A*«p[Ri cos(T, — T 4- 0) 4-...-+- a'‘-‘p'‘-‘ R„cos(T„— T 4- n0)] 
4-a^p^j [RiCOs(T, 4- 0) 4-. . .4- a"-*p"-‘Ryj cos(T„ 4- «0)P 
4- [R, sm(T, 4- 0) 4-. . . 4- «"-‘p'‘-iR„ sin(T„ 4- «0)]’| • 

Cela pose, puisque la difference 

F(«o 4- «A, — F(Wo> (’o) 

ne doit jamais s’abaisser au-dessous de la limite zero, il faudra de 
toute necessite que, pour de tres petites valeurs numeriques de a, le 
second membre de I’equation precedente, et par suite le premier 
terme de ce second membre, e’est-a-dire le terme qui renferme la plus 
petite puissance de a, ne puisse devenir negatif. Or, en designantpar 
Rm la premike des quantites 




Ri> Rj, • • R« 
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qui obtient une valeur difFerente de zero, on trouvera, pour le terme 
dont il s’agit, 

2 A'^ p'« R,„ cos ( T,„ — T + W. 0 ) , 
si A n’est pas nul, et 

a2mp2/«R2_ 

dans I’hypothese contraire. De plus, comme, la valeur de I’arc 9 etant 
tout a fait indeterminee, on peut en disposer de maniere a donner au 
facteur 

cos(T,„ — T + md), 
et par consequent au produit 

2 A=a"»p™R,„COs(T,„ — T + rnd), 

tel signe que Ton voudra, il est clair que la seconde hypothese reste 
seule admissible. On aura done necessairement 

(tg) • A = o, 

ce qui reduira I’equation (lo) a 

(20) F(Mo, <^o)=0. 

Il en resulte que la fonction F(m, f) s’evanouira si Ton attribue aux 
variables u, v les valeurs reelies u„, et, par suite, que Ton verifiera 
I’equation 

(0 f{x) — o 

en prenant 

X=Uo+ (>„ \J— 1 . 

En d’autres termes, + fov/— i sera une racine de I’equation 

(l) an.=^0. 

La demonstration precedente du theoreme I, quoique differente en 
plusieurs points de celle qu’en a donnee M. Legendre (^Theorie des 
Nombres, F® Partie, § XIV), est fondee sur les memes principes. 

36 


OEui^resde C. — SAly 1 , 111 . 
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Corollaire. — Le polynome 

J\x) — Un, 

s’evanouissant, aiiisi qu’on vient de le dire, pour 

a: = J< 0 +- eov/— I, 

sera, en vertu du theoreme I (Chapitre VIII, § IV), algebriquement 
divisible par le facteur 

« — Mo — (’o V/— I . 

Le quotient, ne pouvant etre qu’un nouveau polynome du degre n — i 
par rapport a x, sera encore necessairement divisible par un nouveau 
facteur de meme forme que le precedent, c’est-a-dire du premier 
degre par rapport a x. Designons par 

X — Ml — (’, — I 

ce nouveau facteur. Le polynome /{x) sera equivalent au produ.it des 
deux facteurs 

X — Mo — ('o \/ — 1 , X — Mj — Vi y — I 

par un troisieme polynome du degre n — 2. On prouvera que ce troi- 
sieme polynome est divisible par un troisieme facteur semblable aux 
. deux autres; et, en continuant a operer de la meme maniere, on finira 
par obtenir n facteurs lineaires du polynome f(x). Soient respective- 
ment 

X— X — Ui—Vi\J—l, ..., X — Un-i— 

ces memes facteurs. En divisant le polynome f{x) par leur produit, 
on trouvera pour quotient une constante evidemment egale au coeffi- 
cient Op de la plus haute puissance de x dans /(x). On aura, en con- 
sequence, 

(21) f{x) = a^{x— «o— 1) («— Mj— ('1 v/^) . .-{x— M„_1 — P',!-, \/^) 

Cette derniere equation renferme un theoreme que Ton peut enoncer 
ainsi qu’il suit : 
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Theor^me II. — Quelles que soient les valeiirs reelles ou imaginaires des 
constantes a,, . . a,^, le polynome 

a„x'^ -t- aix"~^ + . . .-h a„^ix ■+ — f{x) 

sera equivalent au produit de la constante a„ par n facteurs Uneaires de 
la forme 

X — a — 6 y/ — I . 

Determiner les facteurs dont il est ici question, c’est ce qu’on 
appelle (^ecomj 905 er le polynome /(a;) en ses facteurs Uneaires. II n’y 
a qu’une seule maniere d’effectuer cette decomposition. Pour le de- 
montrer, supposons que deux methodes differentes aient fourni les 
deux equations . 

flo ( ^ — Mo — ('o V ' — l) — ‘'l l) • • • ( — ^'n-\ s/— I ) 

afx — — 6o V ~ i) (.r — y'— i). . .{x — a„_i — S„_i y'— 0 

On en tirera 

, n ( (.a; — ao — 6oV'— 0(^ — — ®iV' — — 0 

(23) ^ 

( --(^x — u^— (■„ y/— i) (.a; — «i — — ii„ y'— i ). 

Le dernier membre de la formulc precedente s’evanouissant lorsqu’on 
attribue a la variable x la valeur particuliere -f- y — i, il faudra 
de toute necessite que, pour cette meme valeur de a;, le premier 
membre, et par consequent I’un de ses facteurs (voir le Chapitre VII, 

§ II, theoreme VII, corollaire II), se reduise a zero. Soit . 

a; — oco — y/— I 

le facteur dont il s’agit. On aura identiquement 

OCo H-" ^0 — 1 Mo -f- V 0 y^ X 



et, par suite, 
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Cela pose, Ja formule (aS) pourra etre remplacee par la suivante : 

(jc — !Zj — 6, v/— i) . . . (a; — ix„.-, — 6„-i \/”i) 

= {x — u^ — . .{x ~ y/— i). 

Le second membre de celle-ci s’evanouissant lorsqu’on suppose 

a: = p, y/— I , 

I’un des facteurs du premier membre, par exemple, 

X — 0.1 — Sj y/ — i , 

devra s’evanouir dans la meme hypothese, ce qui entrainera deux 
nouvelles equations identiques de la forme 

a, + 6, \/ — I — u^-\- ^>^\J — I ,• 

X — a, — 6, y/ — i — X — m, — I’j y/ — i . 

En repetant plusieurs fois le meme raisonnement, on prouvera que les 
differents facteui's lineaires dont se composent les seconds membres 
des equations (22) sont absolument les memes dans Tune et I’autre 
equation. II est essentiel d’ajouter que chaque facteur imaginaire de 
la forme 

X — « — 6 y/ — i 

se change en un facteur reel a? — a, toutes les fois que la quantite 6 
se reduit a zero. 

Le premier membre de I’equation (i), etant, d’apres ce qu’on vient 
de dire, decomposable d’une seule maniere en facteurs lineaires, ne 
peut s’evanouir qu’avec I’un de ces facteurs. Si done on les egale suc- 
cessivement a zero, on obtiendra toutes les valeurs possibles de x 
propres a verifier I’equation (r), e’est-'a-dire toutes les racines de 
cette equation. Le nombre de ces racines, comme celui des facteurs 
lineaires, sera egal a n. De plus, a chaque facteur reel de la forme 
X — a. correspondra une racine reelle a, .et a chaque facteur imagi- 
naire de la forme 

X — a — S y/' — I 
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une racine imaginaire 

oc 6 \J — I . 

Ces remarqucs suffisent pour etablir la proposition suivante : 

TiiEonfeME III. — Quelles que soient les valeurs reelles ou les valeurs ima- 
ginaires des constantes a^,a V equation 

(0 f ^0 ' “H • • * ~t” U/i — j SC -H (Ifi — O 

a toujours n racines reelles ou imagiuaires, et nen saurait avoir un plus 
grand nomhre. 

II peut arriver que plusieurs des racines de I’equation (i) soient 
egales entre elles. Dans ce cas, le nombre des valeurs difFerentes de 
la variable propres a verifier cette meme equation devient necessaire- 
ment inferieur a n. Ainsi, par exemple, I’equation du second degre 

x"- — 3 ax H- a- o 

ayant ses deux racines egales, on ne pourra y satisfaire que par une 
seule valeur de x, savoir 

X — a. 

Lorsque les constantes a, , . . . , a ^_^ , sont toutes reelles, I’ex- 
pression imaginaire 

a -t- 6 \j— I 

ne peut evidemment etre une racine de I’equation (i), sans que I’ex- 
pression conjuguee 

a — 6\/^ ' 

soit une autre racine de la meme equation. Par consequent, dans cette 
hypotliese, les facteurs imaginaires et lineaires du polynome qui forme 
le premier membre de I’equation (i) sont deux a deux conjugues et 
de la forme 

X — a — Gy'— I, a: — a + i . 

Le produit de deux semblables facteurs etant un polynome reel du 
second degre, savoir 

{x— a)-+ 6*, 
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on deduit immediatement de [’observation qu’on vient de faire 

theoreme suivant : 

Theory IV. - Lorsque a„ a„ . . . , designent des constan 

reelles, le polyndme 

^ 24 ) + , . . 4 - an~i^ 4 - an 

est decomposable en facteurs reels dii premier ou du second degre. 

Dans ce qui precede, nous avons presente les racines imaginait 
de [’equation (i) sous la fornae 

cc ±; 6 \ — I . 

Alors, pour le polynome (24), un facteur reel du second degre corn 
pondant a deux racines imaginaircs conjuguees 

a 6 ^ — 1 , a — 6 v — i 

etait de la forme 

[x — a)-4-6^ 


Si [’on fait, pour plus de commodite, 

a ± = p(cos0 ±; v '-- 1 sinO) 

(p designantune quantite positive et 0 un angle que [’on pourra si 
poser compris entre les [imites o, r:), [e meme facteur reel du seco 
degre deviendra 

(j; — p cos0)--h (p sinS)- = «- — 2 p. 2 ; cos 6 + p’. 

II est facile de construire geometriquemcnt cette derniere expr 
sion dans le cas oil [’on attribue a la variable x unc valeur reelle. 
effet, si [’on trace un triangle dans lequel un angle soit egal a 0, 
deux cotes adjacents etant respectivement representes I’un par 
valeur numerique de x, [’autre par le module p, le carre du troisi^ 
cote sera (d’apres un theoreme connu de Trigonometrie) la valeur 
trinome 


X- — 2pa? cos 9 -1- p^ 
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toutes les fois que la variable x sera positive. Si la variable x devient 
negative, il suflira de remplacer dans la construction indiquee Tangle 6 
par son supplement. 

Le troisieme cote du triangle dont il est ici question ne pent s’eva- 
nouir que dans le cas oil les deux premiers cotes tombent sur une 
meme droite, et oil leurs extremites coincident, ce qui exige : i" que 
Tangle 0 se reduise a zero ou a u; 2 "' que la valeur numerique de x 
soit egale a p. Par suite, le facteur 

— COS 6 4- p- 


ne pourra devenir nul pour une valeur reelle de x, a moins que Ton 
ne suppose 

cos6 = i ou cos0 = — i; 


et la seule valeur de x propre a faire evanouir ce facteur sera, dans la 
premiere hypothese. 


dans la seconde. 


X =r 


P> 


X = — p. 

On arrivei'ait directement au meme but en observant que Tequation 


a deux racines 


— 2pX COS 0 -4- = O 


p(cos0 + y/— I sin0), p(cos0 -- \/-~ i sin0), 


qui ne peuvent cesser d’etre imaginaires sans devenir egales, et que 
les seules valeurs de 0 capables de produire cet effet sont celles qui 
verifient la formule 

sin 0 = 0 , 


de laquelle on tire 


cos0=±: I 


et, par consequent, 


x=.±:p 


pour la valeur commune des deux racines. 

Jusqu’a present, nous nous sommes homes a determiner le nombre 
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des racines de I’equation (i), avec la forme de ces memes racines 
celle des facteurs qui leur correspondent. Nous allons, dans les pai 
graphes suivants, passer en revue quelques cas particuliers dans l( 
quels on est parvenu a resoudre de semblables equations, sans ei 
oblige de concevoir leurs coefficients convertis en nombres, et 
exprimer les racines en fonctions algebriques ou trigonometriqi 
de ces coefficients. Nous observerons ici a ce sujet que, dans toi 
equation algebrique dont le premier membre est une fonction ratic 
nelle et entiere de la variable x, on pent reduire par la division 
coefficient de la plus haute puissance de a; a I’unite, et celui de 
puissance immediatement inferieure a zero par un changement 

variable. En effet, si dans I’equation 

% 

a„ n’est pas egal a i, il suffira de diviser I’equation par pc 
reduire le coefficient de of a I’unite; et, si dans une Equation m 
sous la forme 

4- Jt?"- * -1- . . . H- ,3? +• = O 

n’est pas nul, il suffira de poser 

^ CCi 

n 

pour obtenir une transformee en z du degre n, qui n’ait plus 
second terme, c’est-a-dire une transformee dans laquelle le coe 
cient de s"~' s’evanouisse. 

§ n. — Resolution algebrique ou trigonomelrique des equations bindi 
et de quelques equations trindmes. Theorimes de Moivre et de CoTES 

Considerons I’equation binome 

(>) X'^ P — O, 

p designant une quantite constante. On en tirera 


:zz — p 
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On aura done a resoudre I’equation 

( 2 ) . ^''=p, 

si — p est positif, et la suivante 

(3) x" = — p, 

si — /> est negatif. On satisfait a la premiere en prenant 

111 

(4) .r=.-((p))''— p"((i))", 


et a la seconde en prenant 

(5) ((—p))"=:p" ((—!))". 

I 

Quant aux diverses valeurs de chacune des deux expressions ((i))", 

i 

((— i))", elles sont toujours en nombre egal a n (voir le Chapitre VII, 
§ III), et se deduisent des deux formules 


COS 


2 A'TT 


/ . 2 At: 

: i/-- 1 Sin , 

n 


( 6 ) 


dans lesquelles il suffit d’attribuer successivement a k toutes les 
valeurs entieres qui no surpassent pas ~ Lorsque n est un nombre 

pair, la premiere des equations (G) fournit deux valeurs reelles de 

1 

((i))", savoir 1 et — i, correspondantes Tune a ^ = 0, I’autre a 


((- or 


: COS - 


{'y-k-^ - 0% r 


Sin 


( 2 /x H- I ) TT 


k= ~ Dans la meme hypothese, toutes les valeurs de ((— i))” sont 

1 _ 

imaginaires. Lorsque n devient un nombre impair, I’expression ((i))" 
a une seule valeur reelle -t- 1 correspondante a k — o, et I’expres- 

37 
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sion ((— i))" une seule valeur reelle — t correspondante a ^ — — — 

Par suite, I’eqiiation (i) admet deux racines reelles, ou n’en admi 
aucune, lorsque n est un nombre pair, et la meme equation adou 
une seule racine reelle dans le cas contraire. De plus, on reconna 
inimediatement a I’inspection des forraules (6) que les racines imag 
naires sont conjuguees deux a deux, ainsi qu’on devait s’y attends 
Considerons maintenant I’equation trinome 


( 7 ) 


px'^ q zzio, 


p, q designant deux quantites constantes choisies a volonte. On e 
tirera 

px” ~ — q 


et, par suite. 


( 8 ) 





Si ^ ^ estpositif, I’equation qui precede entrainera Tune des dec 

suivantes : 




en sorte que a?" adraettra deux valeurs reelles comprises dans la fo 
mule 



Lorsque le nombre n se reduit a I’unite, la formule (9) fburnit imm 
diatement les deux racines reelles de I’equation trinome du secor 
degre 


(10) 


X- -h pX H- 0. 


Dans le cas contraire, en substituant la formule dont il s'agit a I’equ 
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lion (7), on n’a plus a resoudre que deux equations binomes sem- 
blables a celles que nous avons traitees ci-dessus. 

Supposons maintenant la quantite q negative. L’equation (8) 

4 

entrainera Tune des deux suivantes : 

en sorte que x" admettra deux valeurs imaginaires comprises dans la 
tbrmule 

(II) — 

Si le nombre n se reduit a I’unite, ces valeurs seront les racines ima- 
ginaires de requation (lo). Mais, si Ton suppose «>-r, il restera 
encore a deduire des valeurs connues de of les valeurs de x. Desi- 
gnons par p, dans cette hypothese, le module de I’expression imagi- • 
naire qui sert de second membre a la formule (n). On aura evidem- 
ment 

('^) p = V'- 

Paisons en outre, pour plus de commodite, 


(i3) 




arc tang 





2 


Lorsque p sera negatif, les deux valeurs de a;'' donnees par la for- 
mule (ii) deviendront 

(14) ir" = p(cosS ± y — 1 sinC), 
et I’on en conclura 

(1 5 ) iz.' = p'‘('cos- sin-") ((i))". 
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Si au contraire p esf positif, on trouvera 

(i 6 ) ic" = — p(cosS± v/— I sin?) 

ot, par suite, 

(■ 7 ) 

Dans le cas particulier oil Ton a 


•r = p“ ^cos - ± \J- I sin |) ((- ' ))"• 


P 

-7- — '1 ~ o> 


‘C devient nul; on sorte quo los equations (i5) et (17) prennent la 
forme dcs equations (4) ct (5). 

Si I’on clesigne, pour abregcr, p" par r, on tirera dos equations ( 12 ,] 
et (i3), en supposant la quantile p negative. 


/> = — 2 r«C 0 S?, ^ 

px'^ q zrz .r-" — 2 r" cos C H- . 


Dans la memo hypothese, la formule (r5) donnera 


( C _t. I—- • ^ \ ( sA'TT , r . s/xTI 

^ zr. /• COS -- ± V — I Sin. ~ I cos in v - - 1 sin 


C ± 2 Att / . 

: r ( cos ib y — I sin 


f ±: 2 /c TT 


n 


k ropresentant un nombre entier, et Ton en conclura que le trinotnn 


x-'^ — 2 r" x^^ cos C -h 


est decomposable on facteurs reels du second degre de la forme 


, S±:2A-7r ^ 

x-~ ^rx cos — h 


Si Ton suppose au contraire la quantile p positive, le trinome 


deviendra 


j-Srt -t- p x'^ H- q 
X-'^ COSC -4" 
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et ses facteurs reels du secoiwl degre seront de la forme 


, S ± ( 2 A- - 

— it'x cos 




Dans Tune et I’autre hypothese, on pourra construire geometrique- 
ment les facteurs reels dii second degre par la methode ci-dessus 
indiquee (?Joi:>le § I), toiites les fois que Ton attribuera des valeurs 
reelles a la variable x. Si Ton prend la valeur numerique de cette 
variable pour base commune de tons les triangles qui correspondent 
aux differents facteurs, et que dans chaque triangle on fasse aboutir 
constamment a une memo extremite de cette base le cote connu, 
represente par r, on trouvera que les sommets des divers triangles 
coincident avcc les points de division d’une circonference decrite du 
rayon r en parties egales. II en resulte que, si I’ on multiplie entre eux 
les Carres des lignes menees de la seconde extremite de la base aux points 
dont il s’agit, le produit de ces carres sera la valeur du trindme 


^ q ^ COsC H- 

Dans Ic cas particulier ou C = o, le produit des lignes elles-m^mes repre- 
sente la valeur numerique du hinome 

* "•" I "* p*Tl 

laquelle sc confond avec la racine carree positive du trinome 




Des deux propositions qu’on vient d’enoncer, la premiere est le theo- 
reme do Mowre, et la seconde celui de Cotes. 


’§ III. — Resolution algebrique ou trigonometrique des equations 
du troisieme et du quatriime degre. 

Considerons I’equation generale du troisieme degre. On pourra 
toujours, en faisant disparaitre le second terme de cette equation. 
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(i) px q —-Q, 

p, q designant deux quantites constantes. D’ailleurs, si Ton pose 

X — a -Y- I S 

u, f etant deux nouvelles variables, on en conclura 

X^— (u -h <>)-= U^-h Sui’X, 

( 2 ) X^ — 3 tC(’X — ( -f- ) ~- o. 

Pour rendre I’^uation ( 2 ) identique avec la proposee, il suffira d’as 
sujettir les inconnues « et e aux deux conditions 

( 3 ) u^-h(’^=^—q, 



La resolution de I’equation (i) se trouve ainsi reduite a la resolutio 
simultanee des equations (3) et (4). 

Cherchons d’abord les valeurs de et de e'*. Si Ton fait 


(5) 


on aura, en vertu des equations (3) et (4), 



et, par suite, en nommant s une nouvellc variable. 


(•“ "1 ) (- 


“ 2 ) 



27 


II en resulte ques,, seront les deux racines de I’equation 


( 6 ) 


-S" -f- (j z — 



Ces deux racines etant connues, on deduira des formules (5) troi 
valeurs de u et trois valeurs de e, qui se correspondront deux k deu: 



et les trois valeurs de u, evidemment comprises dans la formule gene- 
rale ((i))'*U, deviendront 

U, «D, ce’-U. 

On trouvera, pour les valeurs correspondantes de v. 



ou, ce qui revient au ineme. 


V, a’-N, aV. 


Par consequent, si I’on nomme ajj, x^, x.^ les trois racines de I’equa- 
tion (t), on aura 

u-h V, 

(7) ■ a?,=r a U -(- a-V, 

( a- U -t- V. 


II est essentiel d’observer que, U, all, a-U etant les trois valeurs de 
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„ ^ ((5,)f , et V, a= V, aV les valeurs correspondantes dc -= — 
lesracinesa-,„x',,a:„deterininees par les equations (7), seront re: 


pectivement egales aux trois valeurs de x donnees par la formule 


( 8 ) 


X =((-,))»-- 




Lorsque I’equation (6) a ses racines reelles, les formules ( 5 ) fou 
nissentun systeme de valeurs reelles de u et de e qui sc correspoi 
dent de maniere a verifier I’equation ('j)- Si Ton prcnd ces m^nii 
valeurs pour U et V, on reconnaitra immediatement quo des tro 
racines x,, x.> la premiere est necessairement reellc, ct los den 
autres reelles ou imaginaires, suivant quo la quantitc 


r ^ El 

4 '^7 


est nulle ou positive, c’est-a-dire suivant que I’equation (6) a si 
racines egales ou inegales. Dans Ic premier cas, on trouvii 

^0 ZIZ 2 U, ci? 1 — U . 


Lorsque les racines de I’equation (G) dcviennent imaginaires, 0 
peut les presenter sous la forme 


^,=r p(cos6 -t- y/ — I sia0), ;:2=p(cos(3 — y--isin0), 
le module p Mant determine par I’equation 


/?■> 


27- 


Comme on a, dans cette hypothesc. 


1 1 
^3 


((- 1 ))' — pM COS ^ -4- sin 


!)((.))% 


la formule (8) se trouve reduite a 

i 

(9) 


"'rCcos? 


+ (cos- 


.y/- 
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De plus, en prenant pour U I’expression imaginaire 

p*" (cos ^ H-\/— I Sin g jj 

on conclura des equations (7) 

I i ^ 

OOq — 2 p'^ cos gj 

/ N ] -J- 0 TT 

( 10 ) ^i=r: 2p** COS g ? 

f j 0—271 

.^2™ 2p‘* COS ^ 

Ces trois dernieres valeurs de x sent toutes reelles, et coincident avec 
celles que fournit la formule (9). 

Dans les calculs precedents, I’equation (6), dont la solution en- 
traine celle de I’equation (i), est ce qu’on appelle la reduiie. Ses 
racines equivalent necessairement a certaines fonctions des 

racines cherchees a;„, a;,, x.^. Pour determiner ces fonctions, il sufFira 
d’observer que, U et V designant des valeurs particulieres de u et 
on aura, en vertu des formules ( 5 ), 

On tire d’ailleurs des equations (7) 

3U =: a(a?2H- OCO^i-h OC'^q) — 

3 V — ,2^0-+- aar-i-h ^2^2 — 4- a-cc^) = a^(,r2-4- a^Xi ). 

On trouvera done, par suite, 

( 27 ^;= (ano 4- aaJjM- a®;*] )*= (^ 2 + otaJi + (Xi-h eexo-h 

(i') i 

( 27^2= (a:o + « ^1-1- a^a'2)^= <xXi+ (x-y-h ocXo -h a^x, )'*. 

II en resulte que z,, z., sont respectivement egales (a un coefficient 
numerique pres) aux deux seules valeurs distinctes que presente le 
cube de la fonction lineaire 


OEuvres de C, — S. U, t. III. 


Xo+ ixXi 4 - (x'^Xi, 
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lorsque dans cette fonction on echange entre elles les racines a 
de toutes les manieres possibles. Le coefficient numerique e 
deniment on le cube de la fraction 
Considerons maintenant I’equation generale du quatrieme < 
On pourra, en faisant disparaitre le second terme, la ramene 
forme 

(( 2 ) x'‘ px--^ qx r — o, 

p, q, rdesignant des quantites constantes. Si Ton pose, en outre 

X — U V + w, 

u, V, w etanttrois nouvelles variables, on en eonclura 


X-— U.-+ 2 (mp -+- UiV - 4 - vw) 

et, par suite, 

[x-— P®W’-) + Sui’iv.x . 

ou, ce qui revient au meme, 

( x'' — 2(m^+ p-+ — Sui’iv.x 

(• 3 ) 

( -+- (u--h V-+ W -)- — = 0 . 

Pour rendre cette derniere equation identique avec la propos 
suffira d’assujettir les inconnues u, p, w aux conditions 

/ 4 ( -i- -H ^P■ ) = — 2 /?, 

(l4) ' 8 mP<.P=:; — q, 

( l6(«®P^+ «^PP^ -I- P^(.P^) r=:yCi- — 4r. 

La resolution de I’equation (12) se trouve ainsi reduite a la resol 
simultanee des equations (* 4 ). 

Cherchons d’abord les valeurs de [\w-. Si Ton fait 
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on aura, en vertu des formules (i4), 

^ 1 "2 "3 = .2/^, -iSj 4- 51^3 -I- SjSj — jD- — [^r, 

et, par suite, en nommant s une nouvelle variable, 

(- “* -t) (-2 — "s) ( s — Sa) = s’ H- 2/?3’+ (/)’— lir)z — q^. 

n en resulte que s,, z.^, z^ seront les trois racines de I’equation 

(i6) -’+2/?3^-t-(p’-4r)s-y’=o; 

et, puisque ces trois racines doivent verifier la formule £, 5 , 2 ., = 
on pent assurer que I’une d’elles sera positive, les deux autres etant 
toutes deux a la fois positives, ou negatives, 011 imaginaires. Lors- 
qu’on aura determine ces memes racines, les deux premieres des 
equations (i5) fourniront pour chacune des variables « et e deux va- 
lours egales, au signe pres. Soient 

tl — ±: II, (' =r ± V 


les valeurs reelles ou imaginaires dont il, s’agit; et W une quantite 
reelle ou une expression imaginaire determinee par I’equation 

SUVW — -^. 

Si dans la seconde des formules (i4) on suppose 

M=:+U, 0=:4-V 


OU bien 



U — -U, 


on en tirera 

(V — 4- 

w. 

Si I’on y fait, au contraire. 



11 — 4 — U j 

v--y 

ou bien 



on trouvera 

u— — 

W. 


De cette maniere on obtiendra pour les variables u, 0 , w quatre sys- 
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temes de valeurs propres a verifier les equations (i 4 ): et, si To 
represente par a?,, x,, x, les quatre valeurs correspondantes d 
I’inconnue 


on aura 

/ ^0— U -H V -1- W, 

) ^.=-u-v + w, 

\x,= U-V-W, 

1 


11 est aise de reconnaitre quo ces quatre valours do x seront toute 
reelles, si I’equation (i6) a ses trois racines positives, et toutes ima 
ginaires, si I’equation (i6) a deux racines negatives inegales, tandi 
que deux valeurs seront reelles, etdeux imaginairos, si Tequation (i6 
a deux racines negatives egales, on deux racines imaginairos. 

Par la methodc qu’on vient d’exposer, la resolution de I’equa 
tion (12) se trouve ramenee a celle de I’equation (16). Cette derniere 
qu’on nomme la reduite, a necessairoment pour racines certaine 
fonctions des racines de la proposee. Si Ton veut determiner ce 
fonctions, e’est-a-dire exprimer Sa, par le moyen de x„, ar, , 

X3, il sullira d’observer que, U, V, W etant des valeurs particiiliere 
de u, 0, w, on a, en vertu des formules (i5), 

5,.= 4V2, 5,-4W“. 

On tire d’ailleurs des equations (■ 7 ) 

4U Xq —I— ^2 — ^ 3 , 

4 V — Xi-h X^, 

4"^^ Xf^ X^ ~f- 

On trouvera, en consequence, 

{Xi~ X-i— X^Y, 

{Xi — Xo-h Xi — x^Y, 

{X.2-- Xo-h X^— Xi Y. 


I — {x^ Xi-]r X^ — X^Y — 

0 ^) \ 4 ^ 2 = — a;,)— 

( ^^3=^{x^— X,-i-.Xi~ X3Y = 
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II en resulte que z.,, sont, abstraction faite du coefficient nu- 
merique ^ , respectivement egales aux trois seules valeurs 

distinctes que presente le carre de lafonction lineaire 

JTq — 

lorsque dans cette function on echange entre elles les racines x^, x^, 
.-r., .r., de toutcs les manieres possibles. Cette meme function lineaire, 
pouvant s’ecrire ainsi qu’il suit 

n’est evidemment qu’un cas particulier de la formule generalc 

.ro4- CLX^-^ a? 

X 

lorsqu’on designe par a une des valeurs de I’expression ((i))'. 



c//j 


302 


COURS D’ANALYSE. 


CHAPITRE XL 


D6COMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


I. — Decomposition dune fraction rationnelle en deux autres fraction, 

de mime espece. 

Prenons pour /(a;) et F(a;) deuxfonctions entieres de la variable x 

V{x) 

sera ce qu’on appelle une fraction rationnelle. Si Ton designe par m 1( 
degre de son denominateur F(a;), I’equation 

(1) F(a;)=o 

admettra m racines reelles ou imaginaires, egales ou inegales; et si 
en les supposant d’abord toutes inegales, on les represente par 

• • •> 

les facteurs lineairesdu polynome F(ai) seront respectivement 

X — X^, X — Xy, X — Xn, X — x,,,-.^. 

Cela pose, faisons 

(2) F(a:) = (a; — <p(a?) 

et 


( 3 ) 
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o{x„) n’etant pas nul, la constante A restera finie, et la difference 


f<^) _ ^ _ /(>g) — A eoja;) 

9(^) 9 {^) 

s’evanouira pour x — x^. Par suite, il en sera de meme du polynome 


f{x) — kcp(x), 


et ce polynome sera divisible algebriquement par x — x„; en sorte 
qu’on aura 

f{x)—Acp{x)—{x — x^)xix), 

( 4 ) f{x)=A.cp{x)-h{x — x„)x{x), 

y^(x) designant une nouvelle function entiere de la variable x. Si Ton 
divise par F(i(;) les deux' membres de cette derniere equation, en 
ayant egard a la formule (2), on en conclura 


( 5 ) 


f(^) _ ^ x(^) . 

F(a:) X — x„ 


Done, si I’on partage le polynome F(a;) en deux facteurs dont Fun 
soit lineaire, on pourra decomposer la fraction rationnelle en 
deux autres qui aient pour denominateurs respectifs les deux facteurs 
dont il s’agit, et dont la plus simple ait un numerateur constant. 

Concevons maintenant que Ton partage la function F(a;) en deux 
facteurs dont le premier, au lieu d’etre lineaire, corresponde a plu- 
sieurs racines de I’equation F(a;) = 0. Prenons, par exemple, pour 
ce premier facteur le facteur du second degre 

{x — Xo){x — Xi), 


et posons, en consequence, 

( 6 ) F{x) = (x — Xo)ix — Xi)(f{x). 


La fraction 

(f{x) 


conservera une valeur finie, non seulement pour 


x — x„, mais encore pour x^xr, et, si Ton designe par u un poly- 
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nome du premier degre qui, dans Tune et I’autre hypothese, devienne 
esal a on trouvera (Cliapitre IV, § I) 

__f(Xn) W — Xi , f{^i) ^ — . 5 ?,, 

("7 \ If — — ; r h — ; v • 

(p(^o) ^'0“ — ^.*0 


Le polynome u etant determine, comme on vient de le diro, I’equa- 
tion 

/(•y) 


a zn: o 


OU 


(p(^) 

f{x) — u o{x) ™ o 

comptera parmi ses racines et x ^ ; et par suite le polynome 

f{x) — uo{x) 

sera divisible par le produit 

{x—x<,){x — .r^). 


On aura done 


( 8 ) 


f{x) — u(9{x) = {x — a?o) {x ~ Xi ) x(.r), 
f{x) = uo{x) ■+-{x — x^){x — x\)x{x). 


7,(^) designant une nouvelle fonction entiere do la variable x. Si i’on 
divise la derniere equation par F(a:;), qn ayant egard a la formule(6), 
on en conclura 


( 9 ) 


fix) 


X(x) 


^ ix ) (^x x^) (^x ^ i ) ^ ( x) 

On prouverait de meme qu’il suffit de poser 

t (x) — (x — Xg) (x — Xi) (x — X«) ffl(.Z') 


(lo) 

et 


(M) 


/(^«) (X~ 

_£i )_( « — 

Of.,) 

?(Xo) (Xg~ 

X,) [Xg- 

- .'r,^ ) 

fix,) {x — 

Xg){X — 

X,) 

o(ar,) {x,— 

^*0 ) ( -3^*1 — 

- ) 

^f[Xi) (x — 



9 ( ^2 ) ( fX/ q 

•^0 ) ( *^*2 — 
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pour obtenir une equation de la forme 


ao5 


(, 2 ) , li^) 

F(^) ■ {X — Xo) {x — Xi) (x — Xi) <pix)’ 

etc. 

Ainsi generalement, lorsque I’equation F(a;) = o n’a pas de racines 
egales, si Ton partage le polynome F(aj) en deux facteurs dont le pre- 
mier soit le produit de plusieurs facteurs lineaires, la fraction ration- 
nelle sera decomposable en deux autres fractions de meme espece 

qui recevront pour d^nominateurs respectifs les deux facteurs ci- 
dessus mentionnes, et dont la premiere aura un numerateur d’un 
degre moins eleve que son denominateur. 

Je passe au cas oil Ton suppose que I’equation F(a7) = o a des ra- 
cines egales. Soient, dans cette seconde hypothese. 


a, by Cy 

les diverses racines de cette meme equation, et designons par m! le 
nombre des racines egales a a\ par rn'Me nombre des racines egales 
a 6; par rri" le nombre des racines egales a c, etc. La fonction F(a;) 
sera equivalente au produit 

{x — a)'"' {,x — {x — c )’”-" . . . 

ou a ce produit multiplie par un coefficient constant, et Ton aura 


Cela pose, faisons 

(, 3 ) 

et 

(i4) 


m! m” -I- w"' -h . « , ~ /?2. 


F {x) z=z {x ~ (q{x) 


/(£)_A 
9(a)- • 


!p(a) n’etant pas nul, la constante A restera finie, et la difference 

9(0;) 
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s’evanouira pour a? = a. On en conclura que le polynonae 

f{x) — A.o{x) 

est divisible par a; — a, et Ton aura, par suite, 

(i5) f{x) — K^{x)-^{x — a)i{x), 

designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. Enfin 
si Ton divise par F(a?) les deux membres de I’equation (i5) en ayani 
egard a la formule (i 3), on trouvera 

(, 6 ) ^ , + 

On demontrerait, en raisonnant de la metne maniere, qu’il suffit d( 

F(^)=:(jr — ay^\x — by^" <:o{x) 

a zr ^ /(^) 

9 (a) a — b ' 9(^) b — a 

pour obtenir une equation de la forme 

f{x) __ u X('^) 

F {x) {x — {x — (a? — {x — 9 (a?) ’ 


poser 

(17) 
et 

(18) 


IL — Decomposition d une fraction rationnelle, dont le denominateu 
est le produit de plusieurs facteurs lineaires inegaicx, en fractions. sim 
pies qui aient pour denominateurs respectifs ces mimes facteurs lineaire 
et des numerateurs constants. 


Soit 


f[^) 

F(^) 


la fraction rationnelle que Ton considere; m le degre de lafonctio 
F(a?), et 


X(^y Xly X^ 
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les racines de I’equation 

(1) F(«) = o 

supposees inegales. On aura, en designant par’^ un coefficient con- 
stant, 

(2) F(«)=:X:(a; — .ro)(.r — — 

et, en vertu des principes etablis dans le paragraphe qui precede, la 
fraction rationnelle pourra etre decomposee en deux autres, 
dont la premiere sera de la forme 

X — Xq 

A„ represeritant une constante, tandis que la seconde aura pour deno- 
minateur 

— X^) {X ~ X^). . .{X — 

En decomposant cette seconde fraction rationnelle par la meme me- 
thode, on obtiendra : 

1° Une nouvelle fraction simple de la forme 

A, . 

X — Xi’ 

2° Une fraction qui aura pour denominateur 

k{x — x^)..,{x — x^^i ). 

En continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du polynome 

I ( ^ ) k{^x ^0 ) (^ x ^ ) , , , ( ^ X tfi^i ) 

tons les facteurs lineaires qu’il renferme; en sorte qu’on reduira defi- 
nitivement ce polynome a la constante k. Done, lorsque, par une suite 
de decompositions partielles semblables a celles que nous venons d’in- 

diquer, on aura extrait de la fraction |r^ une suite de fractions sim- 
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pies de la forme 

Aft Aj Ag 

a; — iCft X — X — a;, ’ 


X m—\ 


le reste ne pourra etre qu’une fraction rationnelle a denominate 
constant, c’est-a-dire une fonction entiere de la variable x. En de: 
gnant par R cette fonction entiere, on trouvera 

(3) rr R + -A_ ... . . 

X — X^ X — X — ^2 ^ — •^m-1 

II reste maintenant a savoir quelles sont les valeurs des constantes 
Aft, Ai, Ag, • • • , A„2 _j. 


Ces valeurs se deduiraient sans difficulte de la methode de decomp 
sition indiquee dans le § 1. Mais on parvient plus directement a le 
determination a I’aide des considerations suivantes : 

Si Ton multiplie par F(a;) les deux membres de I’equation (3), i 
en tirera 


/(^)==RF(^) + Aft 


(4) 


F(.cc) 

X — x^ 


■A, 




X ■ 




F(^) 


X - 




Si dans les deux membres de cette derniere formule on fait 


X — ~ X ■“}" J 


la somme 


RF(.a;) + A, 


F(^) 

X — Xi 


F( x) 

' X — X, 


F(x) 

X XjYi^>^ 


qui est evidemment un polynome en x divisible par x — x^, pre'nd 
la forme 

zl, 

Z designant une fonction entiere de s, et Ton aura, par suite. 
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Supposons maintenant que la substitution de a; + s au lieu de x dans 
la fonction F(a?) donne generalement 

(6) F(«H-5) = F(a;) + 3Fi(a:) + s*F2(a:)4-.... 

On en deduira 

F(a:o+s)~zFi (a;,,) + s* Fj + . . . , 

etl’equation (5) deviendra 


y('*o + •®) — -^oLFil^o) + "F2(.a;(|) + . . .] + zTj. 
Lorsqu’on fait dans cette derniere s = o, elle se reduit a 


f{^o) — Ao Fi(a;o)j 


et Ton en conclut 


(7) 


Aj 


f(^o) 

Fi(^o)' 


On trouverait, par un calcul entierement semblable, 


( 8 ) 


A. 


As 


_ /(^i) 

F ) 

- 

Fit^s)’ 


A/rt — 1 - 


Fi ( 1 ) 


Les valeurs qu’on vient d’obtenir pour 

Aoj Aj, Aj, • • A;rt~l 


sont evidemment independantes du mode employe pour la decompo- 
sition de la fraction rationnelle d’oii il resulte que cette fraction 
ne pent etre decomposee que d’une seule maniere en fractions sim- 
ples qui aient pour denominateurs les facteurs lineaires du polynome 
F(a:) avec des numerateufs constants. 

II est aise de voir comment I’equation ( 7 ) et la formule (3) du pa- 
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ragraphe precedent s’accordent entre elles. En effet, F, (a;„) est ce qi 
devient le polyndme 


Fi(a?o) + -+■ 


F(^o- 


F(a;) 

CC 


lorsqu’on y fait 

(9) 

on aura 

(10) 


o ou a: = aJo ; et par suite, si Ton pose 

F{se)z= {ic — a;o) 


Ft{Xo) = (p{Xo), 


-^0 




Pour montrer une application des formules ci-dessus etablios, su{ 
posons qu’il s’agisse de decomposer en fractions simples la fractio 
rationnelle 

X'"- — I ’ 


n designant un nombre entier inferieur a m. On aura, dans ce cas pai 
ticulier, 

f[x)=ix^y ^{x)z=zx^^ — I, k zzii; 


et, si Ton represente par h un nombre entier qui ne surpasse pas ^ 

les diverses racines de Tequation r(a?) = o, toutes inegales entr 
elles, seront comprises dans la formule 


^IlTi 

COS 

m 




. a/iTT 

~ 1 sm 

m 


Soita I’une de ces racines, et cherchons le numerateur A de la fra( 
tion simple qui a pour denominateur x — a. Ce numerateur sera 

/(<^) _ 

F,(<7j Fi(a)’ 

la valeur de F, (a) etant determinee par I’equation 
F(a) . .rr F(a + z) = (a 4- s)"*— i — i -i_ ma”^-'z 4 - . . 
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et par consequent egale a . On trouvera, par suite, 

T 

— ■ — — 

m 

Comme on a d'ailleurs 


cos- 


2/lTr , / . 2/l(n-|-l)7T , / . 2/^(/^^-I)T^ 

± I sin i=r. cos — ^ ^ ±: u — I sin — ? 

m ^ m J m m 


on conclura de ce qui precMe, en faisant, pour abreger. 


(ii) 


{n -I- i)7r 


- 0 , 




— I ni \ X — I 


(12) { 


COS20 • 


I sin20 


COS 2 0 — J —I sin 2 0 

~i 

271 / . 27 r 271 / . 27 r 

X — cos \J — I sin — X — cos H v — i sin — 

m m m m 

cos 4 ^ r sin 40 , cos 40 — \/ — ^ sin 4 ^ 

__ . ___ - ^ . 


4 TT / , j . ^TC 

X — COS u— ^ sin — x— cos h v — ism — 

m ^ m m . m 


On trouverait, en raisonnant de la meme maniere, 


COS0 I sin0 


X"^-{- I 


TT /- 
X — COS V~ 


I sin - 


COS0 — \/ — I sin0 

TT / . TT 

— COS h v/— * ^ sin — 

^ TVi 


(i 3 ) ( 


■+“ 


cos30 + \/— I sin30 

371 / . 371 

— cos v/— J sin — 

m ^ m 


H- ■ 


m 

cos3 0 — 


m 
I sin 30 


X — cos ■ 


3 ?! 


m 


■ sj- 


I sin- 


371 





11 est essentiel d’observer que la dernifere des fractions simples com- 
prises dans le second membre de I’equation (ra) ou (i 3 ) sera, pour 
des valeurs paires de m, s’il s’agit de I’equation (12), et pour des va- 
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leurs impairGS do Tn^ s’il s agit de 1 equation (i3), 


cosm 


^ -h I 


^ oos(/z -+-i)Tr __ (•— ^ 


CO —1— I 


Ainsi, par exemple, on aura 


(-4) ,, 

(i5) 


I 


— 1 

X 


^\x — I X -i- I 




x-^ — - I 


2 \X — I X I 


(i6) 


TT / . TT 

COS j + V— I sin - 


TT / . TT 

COS -5 — V— I sin -T 


M- 




7[ / . n rc , . Tt 

^ — cos -r — sl—\ Sin X — cos -K “h V— i sm ^ 


. TT 


On peut remarquer encore que, si dans les seconds membres des 6qi 
tions ( 12 ) ou (i3) on reunit par Taddition deux fractions simples c 
respondantes a deux facteurs lineaires conjugues du binome 
la somme sera une nouvelle fraction qui aura pour denominateur 
facteur reel du second degre, et pour numerateur une fonction 
et lineaire de la variable x. On trouvera, par exemple, en pren; 
n = 0, m = 3, 



I / 2 — X I 

3 ^ -h I X L 


II est facile de g6neraliser cette remarque ainsi qu’il suit. 

Supposons que, les fonctions entieres f(x), F(x) etant reelles, 
designe par 

deux racines imaginaires conjuguees de Tequation (i), ct pren 
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pour A et B deux quantiles reelles propres a verifier la formule 


(i8) 


/(g + Sy/— i) 

Fi(a -r 6y/— i) 


— A — Bv''— 1, 


F|(i)7) representant toujours le coefficient de s dans le developpement 
de F(a? -h :?). On aura necessairement 


Fi(a — 6V— i) 


— A - 4 “ By — I j 


et par suite, si I’on decompose la fraction rationnelle deux 

fractions simples correspondantes aux facteurs lineaires conjugues 

Mmm 

X — « — 6y/— I, X — g + — i 

seront respectivement 

A — B y/-- I A H- B y''— i 

(> 9 ) T7=-' T:e~/ = ' 

X — a — by — i X — a-l-by-^-i 

En ajoutant ces deux fractions, on obtiendra la suivante : 


( 20 ) 


2 A(^ — a)4-2B6 
{x — a)“-i- 6- 


Cette derniei’e, qui a pour numerateur une function reelle et lineaire 
de la variable x et pour denominateur un facteur reel du second degre 
du polynome F(a:), ne differe pas de la fraction 

u 

(g; — j?o) (^ — ^i) 

que renferme la formule (9) du paragraphe I, dans le cas oil, I’on 
suppose 

g;,, = g +■ o y/— I , g?, — g — 6 y/— i . 

OEufres de C. — S. U, t. 111. 
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§ III. - Decomposition cl’iine fraction rationnelle donnee en d’auh 
plus simples qui aient pour denominateiirs respeclifs les faciei 
lineaires du denomiiiatcur de la premiere, ou des puissances de t 
m6mes facleurs, el pour numerateurs des constanl.es. 

Soient 

/(■r) 

la fraction rationnelle que Ton considero, tn le degre du poj 
nome F(a?), et 

a, b, c, 

les diverses racines de Tequation 

(1) F(^)rrO. 

On aura, en designant par k un coefRcient constant, ct par m', n 
m”, . . . plusieurs nombres entiers dont la somine sera e.gale k m, 

( 2 ) F(‘2^) “ (. 2 ? — . . . . 

Cela pose, si Ton fait usage de la raetliodc exposeo dans le pai 
graphe I, on decomposera la fraction rationnelle deux auti 

clont la premiere sera de la forme 

A 

(.c — a)'"'’ 

tandis que la seconde aura pour denominateur 

F ( <2? ) 

— — - /c(x — (x— b)"‘"(x-- c)"'* 

En decomposant cette seconde fraction rationnelle par la m6; 
methode, on obtiendra : 1 ° une nouvelle fraction simple 

;^J_ 
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dans laquelle A, represcntera une constante; a'’ une fraction qui aura 
pour denominateur 

k{x — {x — — c)'"" 


En continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du poly- 
ndme F(a7) les differents facteurs lineaires dont se compose la puis- 
sance (ir et, lorsqu’on aura extrait de une suite de frac- 

tions simples de la forme 


A A, A, 

\x — a)'"’’ {X — {X — 


X — a 


le restc sera une nouvelle fraction rationnelle dont le denominateur 
se trouvera reduit a 

/{{x — hy“’ (x — c)'"". . . . 

Si de ce reste on extrait une seconde suite de fractions simples de la 
forme 

R Rj Rs 

fx — (X — b)''‘"--' x—b’. 

on obtiendra un second reste dont le denominateur sera 


k(x — c)"‘”. . . . 

Enlin, si Ton prolonge ces operations jusqu’a ce que le polynoine F(a;) 
se trouve reduit a la constante le dernier de tous les restes sera une 
fonction rationnelle a denominateur constant, c est-a-dire une func- 
tion entiere de la variable x. Appelons R cette fonction entiere. On 
aura definitivement pour la valeur de decomposee en fractions 


simples 




/ /(x) 

A 

A, 

J Am'-\ 

lf(xj 

(a; — a)'"' ' (X ■ 

— a)'"'-' ' 

X — a 

1 1 

R 



(3) 

(X- I)'"-" {X 


' X—b 


, C! 



1 

i^x — c)'"" {x 

4- 


X — c 
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A., A( 5 . . • j Ay7/_i ! R> • • - » » ^m"~\ t • . • (Icsigr 

des constantcs que Ton peut facilement deduire des principes’expc 
dans le paragraphe I, ou calculer directement a I’aide des considi 
lions suivantes. 

Faisons, pour plus de commodite. 


R + 


B 




{x 

— b)"^" 

{x — by"-"-^ 

X— b 



c 

-h 



{x 

— 6')'"" 

+ 

(.r — 

1 

X — c 

- [ ■■ 









A 




{J 

— by'^" 

{x 

— 0)'“"'. . . ’ 



Q sera une iiouvelle function entiere de la variable x, et I’equation 
dcviendra 


/(■3?) _ A ^ ^ t- . . . + -+- - 9. 

'F'(a;) {x — a)'"' (X — x — a \x — b)'"-" {x — c)"‘*. 

Si I’on multiplie les deux membres do cette dernibre par 

F(ir) “ k{x — a)’"' {x — b)”^" {x — c)'”". . 


on en conclura 

(5) /(^) — [A -f-Ai(i» — «)-)-• • 

et par suite, en faisant 
on trouvera 

(6) /(a H- s) = (A -t- Ai- ^ 


. A„,._A^ ^ Q(^ 


X :=:a Z, 


... t\,n _i - ) , -t- , 


Z designant la valeur du polynome expriraee en fonction di 
Supposons maintenant que la substitution de z, au lieu d( 
dans les fonctions /(a;) et F(a;), donne generalement 

i /(■* H- -) = /(a:) -+- z fi (x) + z- f^{x) 

<• Flx + s) — F(a?)-t-.= F, (a;) -i-ir-Fala:) -H... 

( -h 3'“' F,„.(aj) + F,„..h-, ( a;) + . . . . 


( 7 ) 
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On aura, en prenant a; = a 5, et observant que le developpement de 
la fonction 

doit etre divisible par {x — a)'"' = s"'', 

/ox ( fia + z)-=f{a) + zf^{a)-^z-f,_{a)+..., 

( O ) 1 

I F(« + s) = [F,„.(a>+ sF,„>^,(a) + F„,.^, (a) 

(9) F(a)=o, F,(a) = o, F„/._,(rt)=o. 

Cela pose, la formule ( 6 ) se trouvera reduite a 

('O) ■ 

( — ( A -t- Aj 3 -t- AsS® +• • . .) - F,„-+, (a) 4- 5® F„,'+ 2 ( a) + . . .] s"“'Z, 

et Ton en tirera, en egalant dans les deux membres les coefficients des 
puissances semblables de z, 

!f{a) =A F„7«), 

]/,(«)=:A, F,„.(a)-)- A F, „■+,(«), 

] fii^) =-A.jF„,'(a) 4 - A| F„,-+i(a) + AF,„'+ 2 (<<f), 


On trouvera par un calcul entierement semblable 


( 12 ) /(c)=CF/„7c), /r(c)=C, F„.7c) + CF/„»^.(c), 

I ? 


Ges diverses equations suffiront pour fixer completement les valours 

des constantes A, A,, A,, . . B, B,, B,, . . . , C, C,, Cj Elies don- 

neront, par exemple. 


(i3) 



J{a) 

F„7«)’ 

7l ( ^ i A F ) 

E„c(«) 

,/*2 t -^1 F ( ^ ) A F,/j'_i_2 

F,„’(a) 


(a) 
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Les constaiites ainsi determinees etant evidemment indepcndantes ( 
mode employe pour la decomposition de la fraction rationnelle 

il en resulte que cette fraction est decomposable d’une maniere seul 
ment en fractions simples de la forme de celles que renferme le secoi 
membre de I’equation (3). 

II est aise de voir que la premiere des equations (i3) s’accorde av 
la formule (i/|) du paragraphe I. En effet, la quantite F„/(a) est 
que devient le polynome 


“1“ •“ E/ii'-hl (^) + -S" F«i'+.5 (o ) - 4 - . 


r-m' 


F(cg) 

(x — a)'"' 


lorsqu’on y fait z = o on x = a; et par suite, si Ton pose 


(>4) 


¥ {x) ■= {x — a )'"' (f{x), 


on aura 


(tS) 


F,„-(a) — ©(a). 


A = 


/(«) 
cf(a) ■ 


Dans le cas oil, les fonctions /(x) et F(ic) etant reelles I’une 
I’autre, I’equation F (x) — o admet jn' racines egales a a 6 \/— r , 
meme equation admet encore ?n' racines egales conjuguees aux pr 
mieres, etpar consequent representees par 


a 


• 6 v'— ' 


1 . 


Dans cette hypothese, si, apr'es la decomposition de la fraction ratio 
nelle 

f(^) 

F(x)’ 

on reunit deux a deux les fractions simples qui ont pour denomin 
teurs 

(a? — a — 6 — i)"‘ et {x — a -h 6 y ~ 0”* » 

(a? — a — i)'"”'* et {x — a -H 6 \/ — 
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enfin 


X — a — 6 \! — I et a; — oc -H 6 \J — i , 

les differentes sommes obtenues seront des fractions reelles ct ration- 
nelles qui auront pour denominateurs respectifs 


[(a; — 

\Xx — a)-+ 6-]"''-', 


{x — a)- -I- 


et dont le systeme pourra etre remplace par une suite d’autres frac- 
tions qui, avec les memes denominateurs, auraient pour numerateurs 
des functions reelles et lineaires de la variable x. Au reste, il est 
facile de calculer directement cette nouvelle suite de fractions, en 
commenoant par celles qui correspondent aux plus liautes puissances 
de {x — a)- -h- S-. Chei’chons, par exemple, celle qui a pour denomi- 
nateur 

[(j? — a)- -I- 62 ]'h'= _ a _ Sy'— i)“ (a; — a -f- S(/— i)"‘ . 

D’apres les principes etablis dans le paragraphe I, elle sera 


pourvu que Ton fasse 


(' 7 ) 

et 

(i8) 


!6v/- 


Cl>(ix -h ^ i) 
/(g — 


<p(g — 6 \J — i) 

F(^) 


■ g — 6 V — I 


Ajoutons que, si dans laformule precedente, on pose successivement 




• I -h 


320 


COURS D’ANALYSE. 


on en conclura, cu 

o(a -I- Sy/ — I -f-- 

ffl (a — S \/' — i -t- ; 
et, par suite, 

I ?(' 


egard a la seconde des equations (8), 

\ ^ \/ I ) + -S (tX 6 \/ — ^ ) 

(2767^-vT^"'' 

(— 2 6\7— 1 -h s )"‘ 


a 4- S y/— ) = 0 , 

( 26 ^/-,)"' 


(• 9 ) 
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CHAPITRE XII. 

DES SfiniES eEcuubentes. 


§ I* — Considerations generates sur les series recurrenles. 


Une scrio 

(1) a^, a^x, a^x^, ..., a^.x’^, ..., 

ordonnee suivant les puissances ascendantes et entieres de la va- 
riable X, est appelee recurrente, lorsque dans cette serie, consideree a 
partir d’un terme donne, le coefficient d’une puissance quelconque de 
la variable s’exprime en fonction lineaire des coefficients des puis- 
sances inferieures pris en nombre fixe, en sorte qu’il suffise de re- 
courir aux valeurs de ces derniers coefficients pour en deduire celui 
que Ton cherche. Ainsi, par exemple, la serie 

( 2 ) I, 2x, 3^?’, ..., . 

est recurrente, attendu que, si Ton fait 

(Zn~ n -h I , 

on aura constamment, pour des valeurs de n superieures a I’unite, 

( 3 ) (Zfi—2(Zn.— i ^ 2 / 1 — 2 * 

En general, la serie (i) sera recurrente, si, pour toutes les valeurs de 
n superieures a une certaine limite, les coefficients 

2 > • ^n—m 

de plusieurs puissances consecutives de x se trouvent lies entre eux 

OEuvreadeC , — Ill, 
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par une equation du premier degre. Soit 

(4) • • H“ P^n-\ ^ 

I’equation dont il s’agit, k,l,...,p,q designant des constantes dete 
minees. La suite de ces constantes formera ce qu’on appelle re'cAe 

de relation de la serie, echelle dont les constantes elles-memes sero 

/ 

les differents termes. 

Dans la serie (i), supposee recurrente, la variable x et les coef 
cients flo, a,, peuvent etre ou des quantites reelles, ou d 

expressions imaginaires. Cela pose, representons par p„ le module ( 
I’expression et par consequent la valeur numcrique de cette e 
pression, lorsqu’elle est reelle. On conclura immediatement des pri 
cipes etablis dans les Chapitres YI et IX que la serie (i) sera tant 
convergente, tantot divergente, suivant quo Ic module ou la valei 
numerique de x sera inferieur ou superieur a la plus petite des limit 
vers lesquelles converge, tandis que n croit indefiniment, I’expre 

sion (p„) 


II. 


— Diveloppement des fractions rationnelles en series recurrente 


Toutes les fois qu’une fraction rationncllc pout se developper { 
serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes 
entieres de la variable, cette serie est en memo temps recurrent 
ainsi qu’on va le faire voir. 

Considerons d’abord la fraction rationnelle 


{x — a)'“’ ■ 

dans laquelle «, A designent deux constantes reelles ou iraaginaire 
et m un nombre entier. Elle pourra se mettre sous la forme 


(- 1 ) 
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et sera developpable, aussi bien que I’expression 



en serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes et 
entieres de la variable x, si la valeur numerique du rapport ^ sup- 
pose reel, ou le module du meme rapport suppose imaginaire, est une 
quantite comprise entre les limites o et i. Cette condition sera rem- 
plie, si le module de la variable x, module qui se reduit a la valeur 
numerique de la meme variable quand celle-ci devient imaginaire, est 
inferieur au module de la constante a\ etl’on aura, dans cette hypo- 
these, 

m X 

— I H — -f- — . . . 

i a 1.2 a- 

1 . 2 . 3 . ..(/n — i) 2.3.4. ^ 

1.2.3. ..(m — 1) 1 . 2 . 3 . ..(771 — V ) a 

3.4.5. .. (771 i) x ~ 

I . 2 . 3 . . . ( 777 — 1 ) • 



On trouvera par suite 


( 3 ) 


{x — ay 

et si Ton fait, pour abreger, 


( — ] 1 i L 

^ ^ ' a"* 1 1.2 




( 4 ) 


(-O'"- 


m k 


I a" 




{-lY 


m{m-\-i) k 


1.2 a" 


’ 


on obtiendra I’equation 


( 5 ) 


A 

{x — a)'"- 


= a,,-^ a^x + . . . + a,iX" 
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(9) 


a*" a,, 


m 




1.2 




II est essentiel de remarquer que I’equation (9) a lieu seulement pour 
des yaleurs entieres de n egales ou superieures a et qu’elle doit 
etre remplacee, lorsqu’on suppose n<^m, par Tune des formules (8). 
De plus, comme I’equation (9), etant lineaire par rapport aux con- 
stantes 

donnera pour la premiere de ces constantes une fonction lineaire de 
toutes les autres, il en resulte que, dans la serie 

( 10 ) < 30 , ciiX, a^x^, ..., a^x^, ... 


consideree a partir du terme le coefficient d’une puissance 

quelconque de x s’exprimera en fonction lineaire des coefficients des 
puissances inferieures pris consecutivement et en nombre egal a m. 
Cette serie sera done Tune de cedes que nous avons nommees recur- 
rentes. 

Parmi les diverses formules particulieres qu’on peut deduire de 
I’equation (3), il est bon de remarquer cedes qui correspondent aux 
deux suppositions m = i, tw = 2. On trouve, dans la premiere hypo- 
th6se. 


(lO 



+ —^x-+- 


et, dans la seconde. 


( 12 ) 


{oc — ay 


A 

2-r^- 






Les deux formules precedentes, dont la premiere determine la somme 
d’une progression geometrique, subsistent, ainsi que 1 equation (3), 
toutes les fois que le module de x est inferieur au module de a* 
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Concevons maintenant que Ton multiplie les deux membres de I’equa- 
tion precedente par (^a — a;)'”; on en tirera 


( 6 ) 


I (_ i)'»A = H- ^ (< 20 + 

— Y ^'"-'(aoiCH- aia;^ + . . .+ -+-... ) 

am-! ( a„ + . . . + a;”' H- a„._i 4- . . . ) 

1.2 

± ( ao a.’™ 4- rt, 4- . ■ • ) 



ou, ce qui revient au meme, 


(7) 



^ 4 \ 

~ ao I ^ 


1 /• 




m{m — I ) 

— - 


1 

1 .2 



m{ 771 — I ) 

a^an — 

— -h 

I 

T . 2 






Cette derniere formule devant subsister toutes les fois que le module 
de la variable x estinferieur au module do la constante a, par conse- 
quent toutes les fois que Ton attribue a x une valeur reellc peu diffe- 
rente de zero, on en conclura, par des raisonnements semblables a 
ceux que nous avons employes pour demontrer le theoreme VI du 
Chapitre VI (§ IV), 


( 8 ) 


( — li^A = a"‘ao> 
a'^ai a,, ^ o, 

a-a,- am-!^^^ 0, 

I 1.2 
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(i>) 


ii'” It,, 


It'” i 


M ( M - - I ) 


I .'.4 




II csl (‘sscntirl ( 1 (‘ rcmarciiuT (jua Tcquation (9) a liou seulemcnt pour 
tl(‘s vnli'urH ciilit'ro.s lio // ugalos on supori(Miros a m, ct qu’elle doit 
oirt* rciiiplaroc, lorstjn’on supj>oso n <m, par I’linc dos formules (8). 
Do [ilus, (‘(untni' i’oquation (<>'), etant liiicairc par rapport anx con- 
sfauti's 

dimnora pour la pn'mioro do cos c.onstantos tine lonction lim'iairo do 
toutos ios antros, il on rotniUo (jiio, dans la sorio 

(lo) o,.r, ... 


oonsidoroo a parlir (In lonno lo coolliciont <1*1100 puissanco 

(juolouiujuo do .r s’(*xiiritnora onfonotion litKiain^ dos coofficionts d('s 
puissancos inloriouros pris conaocntivomont ot on noinbro ogal a m. 
(lotto sorio sora dono I’uno do collos quo nous avons nomnn'ios recur- 
mtlen, 

Parini los divtT.sos lormule's part.ionli('.ros qn’on pout doduiro do 
l’(**(juation {'V), il ost bon do roinarqnor collos qni correspondent aux 
doux suppositions m < s, m u. On trouve, dans la premibro hypo- 

tllOSi*, 


tn) 


(» 




k 






|■»t» lliltIH ill 


I f 


C.r ■ 


fi’f 


^ 1 - a 


^ -h 3 4 - 4 

a* 


Li*h dm% ihmmhii dont la promiarc detanninc la somrne 

11*11111* prcigraHHioii gaonuHricjiKN siibsintont, ainsi (juc 1 equation ( 3 ), 
IfiiiteH lei4 fniji qiie li! module de x est inferieiir au module de a. 
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Lorsque dans I’equation (12) on fait en meme temps 

K — i, a — i, 

on obtient la suivante 

(i3) ^ + 

^ — ') 

qui a pour second membre la somme de la serie (2) (§ I), et suppose 
le module de a: inferieur a I’unite. 

Considerons maintenant une fraction rationiielle quelconque 

/(oc), F(a;) etant deux fonctions entiercs de la variable cc. Represen- 
tons par a,h, c, ... les diverses racines de Tequation 

(l5) F(.ci?)=:0, 

par m! le nombre des racines egales a a, par m" le nombre des racines 
egales a h, par rri" le nombre des racines egales a c, .... et par k le 
coefficient de la plus haute puissance de x dans le polynome F(a?), en 
sorte qu’on ait 


(16) F {x) k{x — ay^' [x — by^^" {x — . . . 

La methode exposee dans le Chapitre precedent fournira, pour la de- 

f{ 00 ) 

F(a;) 


composition de la fraction rationnelle ^^7^ en fractions simples, une 


equation de la forme 


/(■^) 

F(a?) 


;R 


Ai 


(17) 


{x 

— a)'“' 

— a 


R 

1 


{X 

— by^’ 

{x — 


C 

—7. -h 

c, 


. .-h 


Am^ — 1 

X — a 

X — 0 

Cm'"-! 

X — C 


A, A^, B, Bo G, etc., designant des constantes determi- 
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nees, et R une fonction entiere de x qui s’evanouira lorsque le degre 
du polynome fix) sera inferieur a celui du polynome F(a7). Cela 
pose, concevons que le module de la variable x soit inferieur aux mo- 
dules des diverses racines a, b,c, .. et par consequent- au plus petit 
de ces modules. On pourra developper chacune des fractions simples 
que renferme le second membre de I’equation (17) en une serie con- 
vergente ordonnee suivant les puissances ascendantesde la variable a;; 
puis, en ajoutant les developpements ainsi formes au polynome R, on 
obtiendra une nouvelle serie convergente toujours ordonnee suivant 
les puissances ascendantes de x, et dont la somme sera equivalente a 

la fraction rationnelle Soit 

F(a;) 

(18) «(i, a^x, a^x^, a^x’^, ... 

la nouvelle serie dont il est ici question. La formule 


(T9) 


/(^) 

F(^) 


= aQ+- UiX ^ a^x^-h. . . 


subsistera toutes les fois que cette nouvelle serie sera convergente, 
c’est-a-dire toutes les fois que le module de la variable a; sera inferieur 
au plus petit des nombres qui servent de modules aux racines de 
r^uation (i5). J’ajoute que la serie (18) sera toujours une serie 
recurrente. C’est ce que Ton prouvera aisement ainsi qu’il suit. 

Designons par m la somme des nombres entiers m', m", m'\ . .., ou, 
ce qui revient au meme, le degre du polynome F(a:), et faisons, en 
consequence, 


(20) 


F(a;) = kx'"--h lx’^~'-{-. . .-t- px -1- q. 


k, I, ..., p, q representant des coAstantes reelles ou imaginaires. 
L’equation (19) deviendra 


(21) 


/(■^) 

-h px -H q 


=:ao-h a^x ■+• . . 


Apres I’avoir mise sous la forme 

(22) f{x) — px .-.-h kx^^^) (ao-+- a^x 4- 
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on en tirera, en developpant le second membre comme on I’a fait pour 
I’equation (6), 

[/(«) = 9«o4-(5ra, 

(2$) j +" P^m—\ + • • . H~ kciii ) .2;'” 

( + {qa,i -+- pa^—x + . . . - 1 - + kan—m)^^ + . . . . 

Cette derniere formule devant subsister tant que le module de la va- 
riable X est inferieur aux modules des constantes a,b,c, . on de- 
montrera, par des raisonnements semblables a ceux dont nous avons 
fait usage pour etablir le theoreme VI du Cliapitre VI (§ IV), que les 
coefficients des puissances semblables de x dans les deux membres 
sont necessairement egaux entre eux. 11 en resulte : 1 ° que les coeffi- 
cients des diverses puissances de x dans les differents termes du poly- 
nome f(x) sont respectivement egaux aux coefficients des memes puis- 
sances dans la serie dont la somme constitue le second membre de 
I’equation (aS); 1 ° que dans cette serie les coefficients des puissances 
dont I’exposant surpasse le degre du polynome f{cc) se reduisent a 
zero. D’ailieurs, si Ton considere un terme de la serie dans lequel I’ex- 
posant n de la variable x surpasse le degre du polynome /(a?), et soit 
en meme temps egal ou superieur a m, ce terme sera de la forme 

Done, toutes les fois que la valeur de n, etant superieure au degre du 
polynome f{cc), sera de plus egale ou superieure au degre m du poly- 
nome F(a;), les coefficients 

1) • • •> m-fl> ^n—m 

se trouveront assujettis a I’equation lineaire 

( 24) qa^-^pa^-x H- • • • -h lan-m+\ + = o ; 

et par suite, pour une semblable valeur de n, le coefficient a„ de la 
puissance a:" s’exprimera en fonction lineaire de ceux des puissances 
inferieures prises consecutivement au nombre de m. La serie (;8) 
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sera done 1 une cle celles que Ton nomme recurrentes. Son echelle de 
relation so composcra des constantes 


I, - - • , p, q, 

respectivement egales aux coefficients des diverses puissances de x 
dans Ic polyndme f(x), 

Parmi les series qui representent les developpements des fractions 
renlcrmees dans le second membre de la formule (17), et qui sont 
toutes convergentes dans le cas ou le module de la variable x reste 
inferiour aux modules des diverses racines de Fequation u 5 ), Tune 
au moins deviendrait divergente si le module de la variable venait a 
surpasser celui do quclque racine. Par suite, la serie (18), toujours 
convergente dans le premier cas, sera divergente dans le second. 
D’autre part, si Ton fait croitre indefiniment le nombre entier /?, et 
si Ton designe par le module du coefficient a,, dans la serie (18), 
cette serie sera convergente ou divergente le § I) suivant que le 
module de x sera inferieur ou superieur a la plus petite des limites 

do (p„) Corntno les deux rfegles de convergence que nous venous 
d’cuioncer doivent neccssairement s’accorder entre elles, on peut con- 
clure que le plus petit des modules qui correspondent aux racines de 

r equation (t5) est precise'ment egal a la plus petite des limites de Vex- 

__ 1 

pression ( p„ ) " . 

Lorsque les deux fonctions/(a7), F(^) sontreelles, le coefficient a„ 
Test aussi, ct son module p„ ne differe pas de sa valeur numerique. Si 
dans la meme hypothese I’equation F(a’) = o iFa quo des racines 
rocllcs, la racine qui aura la plus petite valeur numerique sera, 

d’apres ce qu’on vient de dire, egale (au signe pres) a la plus petite 

_ 1 

des limites do (p„) Enfin, si le rapport ^ converge vers une 

limite fixe, on pourra la substituer (Chap. II, § HI, theoreme II) a 

_ ^ 

la limite chercliec de I’expression (p) Cette remarque conduit a la 
regie qu’a donnee Daniel Bernoulli pour determiner numeriquement 

OEuurcs tie C. — S- II, t. UL 
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la plus petite (abstraction faite du signe) de toutes les quantites qui 
I'epresentent les racines supposees reelles d’une equation algebrique. 


§ III. — Sommation des series recurrentes, et fixation 
de leurs termes generaux. 

Lorsqu’une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de la 
variable x est a la fois convergente et recurrente, elle a toujours pour 
somme unc fraction rationnelle. En effet, soit 

(1) rt„, a,x^-, a„x”, ... 

une semblable serie, et supposons que, pour des valeurs de n supe- 
rieures a une certaine limite, le coefficient de la puissance x'‘ soit 
determine, en fonction lineaire des coefficients des puissances infe- 
rieures pris en nombre egal a n, par une equation de la forme 

(2) . . . ~¥~ “H lyUii — o, 


en sorte que les constantes 

k, I, ..., p, q ' 


forment Fecbelle de relation de la serie. Si I’on multiplie la somme de 
cette serie, savoir 

«(, H- a, jj + rtg dj- H- . . . 

par le polynome 

kx'"- p X q. 


le produit obtenu sera la somme d’une nouvclle serie dans laquelle 
le coefficient de x" , calcule comme dans le Chapitre VI (§ IV, theo- 
reme V), s’evanouira pour des valeurs de n superieures a la limite 
assignee. En d’autres termes, le produit dont il est question sera un 
nouveau polynome d’un degre marque par cette limite. Si Ton designe 
ce nouveau polynome par f{p), on aura 

( 3 ) f{x)—\kx'^-V-lx'"--'-^...-^px^q){ai^-\-a^,x-{-a.^x'^-\-...) 
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et, par suite, 

(•V) ffi.r 4- rtoa;- + . . - — 

Done toutc seric qui, ordonnee suivant les puissances ascendantes et 
(uitieres de la variable x, est a la fois convergente et recurrente, a 
pour somme une traction rationnelle, dont le denominateur est uu 
polynome dans lequel les puissances successives de x ont pour coef- 
ticients les differents tenues de I’echelle de relation de la serie. 

JjOrsqiK* pour taire connaitre une serie recurrente on donne seule- 
ment ses premiers termes et I’echelle de relation qui sort a d6duire 
des premiers termes tous ceux qui les suivent, on determine sans 
peine, a I’aidc de la methode que nous venons d’indiquer, la frac- 
tion rationnelle qui represente la somme de la serie dans le cas oil 
elle demeure convergente. Cette fraction rationnelle etant calculee, 
on pourra lui substituer une somme de fractions simples augmentee, 
s’il y a lieu, d’une fonction entiere de la variable x‘, et, si Ton cherche 
ensuite les series recurrentes qui, pour des valeurs de x convenable- 
ment choisies, expriment les developpements des fractions simples 
dont il s’agit, on obtiendra, en ajoutant les termes generaux de ces 
memes series, le termc general de la serie proposee. 



NOTES. 


NOTE I. 


SUll LA TIIEORIE DES QUANTITES POSITIVES ET NEGATIVES. 


On a beancoup dispute surla nature des quantites positives ou negatives, 
et ron a donn 6 a ce siijet diverses theories. Celle que nous avons adoptee 
{voir les Prdliminaires, pages 2 et 3 ) nous parait la plus propre a eclaircir 
toutes les difficult^s. Nous aliens d’abord la rappeler en peu de mots. Nous 
montrerons ensuite comment Ton en deduit la regie des signes. 

J)e memo qu’on voit Tidee de nombre nailre de la mesure des grandeurs, 
de meme on acquiert I’idee de quantitd (positive ou negative) lorsqueTon 
considere cliaque grandeur d'une espece donnee comine devant servir a Tac- 
croissement ou k la diminution d’une autre grandeur fixe de meme espece. 
Pour indiquer cette destination, on repr 6 sente les grandeurs qui doivent 
servir d’accroissements par des nombres precedes du signe 4-, et les gran- 
deurs qui doivent servir de diminutions, par des nombres precedes du 
signe — . Cela pose, les signes -h ou — places devant les nombres peu- 
vent etre compares, suivant la remarque qui en a ete faite ('), a des 
adjeclifs places aupres de leurs substantifs. On designe les nombres pre- 
cedes du signe 4 - sous le nom de quantites positives, et les nombres 
jirecedes du signe — sous le nom de quantiles negatives. Enfin, Ton est 
convenu de ranger les nombres absolus qui ne sont precedes d’aucun signe 
dans la classe des quantites positives; et c’est pour cette raison qu’on se 
dispense quelquefois d’dcrire le signe n- devant les nombres qui doivent 
representer des quantitds de cette espece.. 

En Arilhmdlique, on op^re toujours sur des nombres dont la valeur par- 
ticuliere est connue, et qui sont par consequent donnes en chiffres; tandis 
que dans TAlgebre, ou Ton considere les proprietes generales des nombres, 


( ’ ) Transactions philosophiques, annde 1 806. 
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on represente ordinairement ces menies nombres par des lettres. Une quan- 
tite se trouve alors expriniee par ime letlre pr6cedee dii signe n- ou — Au 
reste, rien n’empeche de representer les quantiles par de simples lettres 
aussi bien que les nombres. G’est un artifice qui augniente les ressources de 
I’Analyse; mais, lorsqu’on veut en faire usage, il est necessaire d’avoir 6gard 
aux conventions suivantes. 

Comme, dans le cas ou la lettre A represente un nombre, on pent, d’apr^s 
ce qui a ete dit ci-dessus, designer la quantile positive dont la valeur nume- 
rique est egale a A, soil par n-A, soil par A seulement, tandis que — A 
designe la quantite opposee, c’est-a-dire la quantite negative dont A est la 
valeur numerique : ainsi, dans le cas ou la lettre a repr^sentc une quantity, 
on regarde comme synonymes ies deux expressions a et h- a, et rori d6signe 
par — tir la quantite opposee. 

D'apres ces conventions, si Ton represente par A soil un nombre, soil une 
quantite quelconque, el que Ton fasse 

Cl A , 1) ™ — A , 

on aura 

-t- OJ ” A , H~ 6 — A , 

— azzz — k, — k. 

Si dans les quatre dernieres equations on reinet pour a et b leurs valeurs 
entre parentheses, on obtiendra les formules 

j +(4-A)--r-:-|-A, -u(™A):rz^-A, 

I — (-{-A)™ — A, — ( — A)rrz-4-.A. 

Dans cliacune de ces formules le signe du second membrc est ce qu’on appelle 
le produit des deux signes du premier. Multiplier deux signes I’un par Ihuitre, 
c’est former leur produit. L’inspection seule des equations (j) suffit pour dta- 
blir la regie des signes, comprise dans le th6oreme que je vais 6noncer. 

ThCorIsme 1. — • Le produit de deux signes semblables est toujours -h, et le 
produit de deux signes opposes est toujours — I 

II suit encore des m^mes equations que le produit de deux signes, lorsque 
1 un des deux est -i-, reste egal a Fautre. Si done on a plusieurs signes ^ 
multiplier entre eux, on pourra faire abstraction dc tous les signes 4-. De 
cette remarque on deduit facilement les propositions suivantes : 

rafiOR^ME II. Sl I on multiphe plusieurs signes les uns par les aatres 
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clans lui ordre ciiielconque, le prodait sera toiijoiirs lorscjue les signes — 
serorit eri nombre pair^ et le produit sera — , dans le cas contraire. 

TufiORi^ME III. — Le prodidt de taut de signes cjue Lon votidra reste le 
menie, dans qiielque ordre qu'on les muUiplie. 

One cons6qaence immediate des definitions qui precedent, c’est qiie la mul- 
tiplication des signes n’a aucun rapport avec la multiplication des nombres. 
Mais on n’en sera point etonne, si Ton observe que la notion du produit 
de deux signes se presente des les premiers pas que Ton fait en Analyse, 
puisque dans Taddition ou la soustraction d'un monome on multiplie reelle- 
ment le signe de ce monome par le signe -f- ou . 

En partant des principes que nous venous d’etablir, on levera facilement 
toutes les difficulles que pent offrir Temploi des signes h- et — dans les ope- 
rations de I’Algebre et de la Trigonomelrie. Seulement il faudra distinguer 
avec soin les operations relatives aux nombres de celles qui se rapportent 
aux quantites positives ou negatives. On devra surtout s'attacher a fixer 
dTine maniere precise le but des unes et des autres, a defmir leurs resul- 
tats et a en montrer les propri6les principales. C’est ce que nous allons 
essayer de faire en peu de mots, pour les diverses operations que Ton a cou- 
tume d’executer. 


ADDITION ET SOUSTRACTION. 

SoMMEs KT differences DES NOMBRES. — Ajoutcr au iiombre A le nombre B ou, 
en d’autres termes, faire subir au nombre A I’accroissement 4 - B, c’est ce 
qu’on appelle faire une addition arithmetique. Le r6sultat de cette operation 
s’appelle somnie. On rindique en plagant a la suite du nombre A son accrois- 
sement -f- B, ainsi qu’il suit : 

A + B. 

On ne demontre pas, mais on admet comme evident que la somme de plu- 
sieurs nombres reste La meme dans quelque ordre qu’on les ajoute, C’est un 
axiome fondamental sur lequel reposent I’Aritbmetique, I’Algebre et toutes 
les sciences de calcul. 

La soustraction arithmetique est I’inverse de raddilion. Elle consist e a 
retrancher d’un premier nombre A un second nombre B, c’est-a-dire a cber- 
cher un troisieme nombre C qui, ajout6 au second, reproduise le premier. 
C’est la aussi ce qu’on appelle faire subir au nombre A la diminution — B. 
Le resultat de cette operation se nomme difference. On I’indique en plagant 
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a la suite du nombre A la diminution — B, ainsi qu’il suit : 


A-B. 

Quelquefois on designe la difference A — B sons le nom cVej:^ch, ou de reste, 
ou de rapport arithrnetique entre les deux nombres A et B. 

SoMMEs ET DIFFERENCES DES quantitEs. — Nous avous expliqu6 dans les pr61i~ 
minaires ce que c’est qu’ajonter deux quanlites entre elles. En ajoutant plu- 
sieurs quantites les unes aux autres, on obtient ce qu'on appelle leur somme. 
II est facile de demontrer, en s’appuyant sur Taxiome relatif k Taddition des 
nombres, la proposition suivante : 

ThEorEme IV. — La somme de plusieurs quantites reste la mhne, dans 
quelque ordre qu’oii les ajoute. 

On indique la somme unique de plusieurs quantites par Ja simple juxta- 
position des letlres qui representent soit leurs valeurs num^riques, soil les 
quantites elles-memes, cliaque lettre etant precedee du signe qu’eUe doit 
avoir pour rester ou devenir propre a exprimer la quantite correspondante. 
Les differentes lettres peuvent d’ailleurs etre disposees dans un ordre quel- 
conque, et il est permis de supprimer le signe -h devant la premiere lettre. 
Consicl6rons, par exemple, les quantites 

a, b, c, — /, ~g, --h, .... 

Leur somme pourra etre representee par I’expression 

a — f — g b — A -f - c -h . . . . 

Dans Line semblable expression, chacune des quantites 

Uy by Cy • • « ) y'j P'f hy ... 

est ce qu’on appelle un mondme. L’ expression elle-meme est un polyndme 
dont les monomes en question sont les difierents termes. 

Lorsqu’un polynbme renferme seulement deux, trois, quatre, . . . termes, 
il prend le nom de bind me, trinomey qaadrindme, .... 

On prouve aisement que deux polynomes dont tous les termes sont egaux 
et de signes contraires representent deux quantites opposees. 

La difference entre une premiere quantite et une seconde, c’est une troi- 
sicune quantite qui, ajoulee k la seconde, reproduit la premiere. En partant 
de cette definition, on d^montre que, pour soustraire d' une premiere quan- 
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tite a line seconde quantile by il suffit d^aj outer' d la premiere la quantile 
opposee d b, dest-d-dire — b. On en conclut que la difference des deux quan- 
lit6s a b doit etre representee par 

a — b. 

Nota. — La soustraction 6tant I’inverse de raddition peul toujours s’indi- 
quer de deux manieres. Ainsi, par example, pour exprimer que la quantile c 
est la difference des deux quantit6s a et on peut ecrire indiff6remment 

a — b:=zc ou a — b c- 

MULTIPLICATION ET DIVISION. 

Produits et quotients des nombres. — Multiplier le nombre A par le nombre B, 
c’est op^rer sur le nombre A precis6ment comme on opere sur runit6 pour 
obtenir B. Le r6sultat de cette operation est ce qu’on appelle le pi'oduit de A 
par B. Pour bien comprendre la definition precedente de la multiplication, 
il faut distinguer differenls cas suivant Tespece du nombre B. Or ce nombre 
peut etre tantdt rationnel, c’est-a-dire entier ou fractionnaire, tantOt irra- 
tionnel, c’est-a-dire non rationnel. 

Lorsque B est un nombre entier, il suffit, pour obtenir B, d'ajouter Funite 
plusieurs fois de suite k elle-meme. Il faudra done alors, pour former le pro- 
duit de A par B, ajouter le nombre A k lui-meme un pareil nombre de fois, 
c’esl-a-dire faire la somme d’autant de nombres 6gaux k A qu’il y a d’unit6s 
dans B. 

Lorsque B est une fraction qui a pour num6rateur m et pour d6nomina- 
teur n, I’operation par laquelle on parvient au nombre B consiste k partager 
Tunite en n parlies ^gales et k r6peter m fois le r6sultat irouve. On obtiendra 
done alors le produit de A par B, en partageanl le nombre A en n parties 
6gales, et r6p6tanl I’une de ces parties m fois. 

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres 
rationnels des valeurs de plus en plus approchees. On fait voir ais6ment 
que dans la m^me hypothese le produit de A par les nombres rationnels 
dont il s’agit s'approche de plus en plus d’une certaine limite. Cette limite 
sera le produit de A par B. Si Ton suppose, par exemple, B = o, on irouvera 
une limite nulle, et Ton en conclura que le produit d’un nombre quelconque 
par z6ro s'^vanouit. 

Dans la multiplication de A par B, le nombre A s’appelle multiplicande, et 

OEuvres de fc., S. IJ, t. HI. 43 
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le nombre B multiplicateur, Ces deux nombres sent aussi clesignes conjoin- 
tement sous le nom de facteurs du produit. 

Pour indiquer le produit de A par B, on emploie indifferemment Tune des 
trois notations suivantes : 

BxA, B.A, BA. 

Le produit de plusieurs nombres reste le mime dans quelque ordre qa^on 
les multiplie. Cette proposition, lorsqu’il s’agit de deux ou trois facteurs 
entiers seulement, se deduit de Taxiome relatif a I’acldition des nombres. 
On pent ensuite la d^montrer successivement : pour deux ou trois fac- 

teurs rationnels; pour deux ou trois facteurs irrationnels; 3° enfm pour 
un nombre quelconque de facteurs rationnels ou irrationnels. 

Dinser le nombre A par le nombre B, c’est cbercher un troisieine nombre 
clont le produit par B soit egal a A. L’operalion par laquelle on y parvient 
s’appelle dUnsiouy et le r^sultat de cette operation quotient, De plus, le 
nombre A prend le nom de dividende, et le nombre B celui de dwheiir. 

Pour indiquer le quotient de A par B, on emploie a volonte Tune des deux 
notations suivantes : 


Quelquefois on designe le quotient A :B sous le nom de rapport ou raison 
geomelrique des deux nombres A et B. 

L’egalite de deux rapports g^ometriques A : B, C : D ou, en d’autres temes, 
r^quation 

A:Brz:C:D 

est ce qu'on appelle une proportion geometrique. Ordinairement au lieu du 
signe = on emploie le suivant :: qui a la meme valeur, et Ton ecrit 

A:B::C:D. 

Nota, — Lorsque B est un nombre entier, diviser A par B, c’est, d'apres 
la ddfinition, cbercher un nombre qui, repdld B fois, reproduise A. C'est 
done partager le nombre A en autant de parties dgales qu’il y a d’unitds 
dans B. On conclut facilement de cetle remarque que, si et ddsignent 
deux nombres entiers, la partie de Tunitd devra etre reprdsentde par 


I 

_ j 

71 



339 


NOTE L 

et la fraction, qui a pour numerateur m et pour denominateur n, par 


I 

m X -• 
n 


Telle esl, en effel, la notation par laquelle on doit naturellement designer la 
fraction dont il s’agit. Mais, comme on prouve aisenaent que le produit 


I 

m X - 

II 


Gst 6c[uivalGnt 0 q quotiGnt dG ti % par /i, c’6sl-a-dirG a — > ii en rGsulte qug la 

n ^ 

meme fraction pent ^ire representee plus simplement par la notation 

m 

n 


PiiODUiTS ET QUOTIENTS DES QUANTiTfis. — Le produit d'une premiere quantile 
par une seconde est une troisieme quantity qui a pour valeur numerique le 
produit des valeurs num6riques des deux autres, et pour signe le produit de 
leurs signes. Multiplier deux quantiles Tune par I’autre, c’est former leur 
produit. L’une des deux quantit6s s'appelle maltiplicatear , I’autre muUipli- 
cande, et toutes les deux conjointement facteurs du produit. 

Ces definitions dtant admises, on etablira facilement la proposition sui- 
vante : 

TiifeontiME V. — Le produit de plasieurs quantiles reste le meme, dans 
quelque ordre qiCori les muUiplie. 

Pour ddmontrer cette proposition, il suffit de combiner la proposition 
semblable relative aux nombres avec le theoreme III relatif aux signes 
{voir ci-dessus, page 335). 

Dwiser une premiere quantity par une seconde, c’est chercher une iroi- 
si^me quantile qui, multipli6e par la seconde, reproduise la premiere. L’ope- 
ration par laquelle on y parvient s’appelie division; la premiere quantity 
dividende, la seconde diviseur, et le r6sultat de Toperation quotient. Quel- 
quefois on designe le quotient sous le nom de rapport ou raison geome- 
trique des deux quantiles donn^es. En partant des definitions precedentes, 
on prouve facilement que le quotient de deux quantiles a pour valeur nume- 
rique le quotient de leurs valeurs numeriqueSj et pour signe le produit de 
leurs signes. 
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La multiplication et la division des quantiles s’indiquent tout comme la 
multiplication et la division des nombres. 

Nous dirons que deux quantites sont inverses Tune de Tautre lorsque le 
produit de ces deux quantites sera Tunit^. D’apres cette definition, la quan- 

tite a aura pour inverse et r6ciproquement. 

On a remarque plus haul que ce qu’on appelle fraction en Arithm6tique 
est egal au rapport ou quotient de deux nombres entiers. En Alg^bre, on 
designe aussi sous le nom de fraction le rapport ou quotient de deux quan- 
tites quelconques. Si done a el b representent deux quantites, leur rap- 
port ^ sera une fraction algebrique. 

Nous observerons encore que la division, etant une operation inverse de 
la multiplication, pent toujours s’indiquer de deux manieres. Ainsi, par 
exemple, pour exprimer que la quantite c est le quotient de deux quan- 
tites a et on peut dcrire indifferemment 

a , 

~ — c ou a = he. 
b 

Les produits et quotients de nombres et de quantites jouissent de pro- 
prietes generales auxquelles on a souvent recours. Nous avons dej^ parie 
de celle qu’a tout produit de rester le meme, dans quelque ordre que Fon 
multiplie ses facteurs. D’aulres proprietes non moins remarquables se trou- 
vent comprises dans les formules que je vais ecrire. 

Soient 

a, h, c, . . k, a', b\ . . . , a'^, b", . . . , 

plusieurs suites de quantites positives ou negatives. On aura, pour toutes les 
valeurs possibles de ces memes quantites, 

ka kb kc . 9 

a b c 

k k k . 

aa' a" . . . 
bb'b''. .7’ 

^xk. 
a 


( 2 ) 


/ k a H— b c . . . ) : 
a b H— c — 1— . . . 


a 


a' 


a" 


£ 
a 

b 


a 


Les quatre formules qui precedent donnent lieu h une foule de consequences 
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qu'il serait trop long creiiumerer id en detail. On condura, par exemple, de 
la troisieme formule : i® que les fractions 

a ka 

V Jb 

sont egales entre elles, a, b, k designant des quantiles quelconques; 2° que 

la fraction ^ a pour inverse 3 ° que, pour diviser une quantile k par une 

autre quantity a, il suffit de multiplier k par la quantite inverse de a, 

c'est-^-dire par -• 

^ a 

ELEVATION AUX PUISSANCES. EXTRACTION DES RACINES. 

PcissAxcES ET EACiNEs DES NOMBRES. ExposANTs POsiTiFS. — Eles>er le uombre A 
^ la puissance marqude par le nombre B, c’est chercher un troisieme nombre 
qui soit formd de A par la multiplication, comme B est forme de I’unite par 
I’addition. Le rdsultat de cette operation faite sur le nombre A est ce qu’on 
appelle sa puissance du degre B. Pour bien concevoir la definition prdce- 
dente de rdldvation aux puissances, il faut distinguer trois cas, suivant que 
le nombre B est entier, fraclionnaire ou irrationnel. 

Lorsque B ddsigne un nombre entier, ce nombre est la somme de plu- 
sieurs unitds. La puissance de A, du degre B, doit done alors etre le produit 
d'autant de facteurs dgaux ^ A qu’il y a d’unitds dans B. 

Lorsque B reprdsente une fraction ^ (ttz et /^ fetant deux nombres enliers), 

il faut,’ pour obtenir cette fraction : chercher un nombre qui, rdpetd n fois, 
reproduise I’unitd; 2® rdpeter m fois le nombre dont il s’agit. Il faudra done 

TYl 

alors, pour obtenir la puissance de A, du degrd ~ chercher un nombre 

tel que la multiplication de n facteurs egaux k ce nombre reproduise A; 
2® former un produit de m facteurs dgaux k ce mdme nombre. Quand on 
suppose en particulier m = i, la puissance de A que Eon considere se rdduit 

k celle du degrd et se trouve ddterminde par la seule condition que le 

nombre A soit Equivalent au produit de n facteurs Egaux k cette meme puis- 
sance. 

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres ra- 
tionnels des valeurs de plus en plus rapprochEes. On prouve facilement que 
dans la meme hypothese les puissances de A, marquEes par les nombres ra- 
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tionnels dont il s’agit, s’approchent de plus en plus d’une certaine limile. 
Cette limite est la puissance de A du degre B. 

Dans Felevation du nombre A a la puissance du degre B, le nombre A s’ap- 
pelle racine, et le nombre B, qui marque le degre de la puissance, ea^posant. 
Pour representer la puissance de A du degre B, on se sen de la notation sui- 
vante 

A®. 

D’apres les definitions qui precedent, la premiere puissance d’un nombre 
n’est autre chose que ce nombre lui-meme. Sa seconde puissance est le pro- 
duit de deux facteurs egaux h ce nombre, sa troisieme de trois semblablesfac- 
teurs, et ainsi de suite. Des considerations geometriques ont conduit h. desi- 
gner la seconde puissance sous le nom de carre, et la troisieme sous le nom 
de cube. Quant h la puissance dn degre zero, elle sera la liinite vers laquelle 
converge la puissance du degre B, tandis que le nombre B ddcroit inddfinl- 
ment. II est aise de faire voir que cette limite se reduit a Tunit^; d’ou il r^sulte 
qu’on a, en general, 

A«=i. 

Nous supposons toutefois que la valeur du nombre A reste linie et diff^re de 
zdro. 

Extraire du nombre A la racine marquee par le nombre B, c’est cherchei 
un troisieme nombre qui, 61eve a la puissance du degre B, reproduise A 
L’operation par laquelle on y parvient s’appelle extraction^ et le r6sultat dc 
f operation est la racine de A du de^re B. Le nombre B, qui marque le degr^ 
de la racine, se nomme indice. Pour la representer, on se sert de la notatior 
suivante : 



Les racines du second et du troisieme degre sont ordinairement d6sign6ei 
sous le nom de racines carrees et cuhiques. Lorsqu'il s’agit d’une racim 
carrde, on se dispense presque toujours d’ecrire au-dessus du signe \j Fin 
dice 2 de cette racine. Ainsi les deux notations 

^A, v'A 

doivent toe consid6rees comme equivalentes. 

Nota. — L’extraction des racines des nombres, etant Finverse de leur €16 
vation aux puissances, peut loujours etre indiquee de deux manitos. Ainsi 
par exemple, pour exprimer que le nombre C est egal a la racine de A, di 
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degre B, on pent dcrire k volonte 

A = C« ou C=:^A. 

Remarquons encore qu’en vertu des definitions, si I’on designe par n un 

nombre entier quelconque, A" sera un nombre tel que la multiplication de 
n facteurs egaux a ce nombre reproduise A. En d’autres termes, on aura 



d’o5 Ton conclura 

Ainsi, lorsque n est un nombre entier, la puissance de A, du degre et la 

racine de A sont des expressions equivalentes. On prouve facileinent 
qu’il cn est de m^me dans le cas ou Ton remplace le nombre entier n par un 
nombre quelconque. 

Puissances des nombiies. Exposants n£gatifs. — ilever le nombre A ^ la puis- 
sance marquee par Vexposant nc^gatif c’est diviser rimit6 par A®. La va- 
leur de I’expression 

A-B 


se trouve done determinde par T^quation 


qu’on peut aussi mettre sous la forme 


A»A“® = i. 


Par suite, si Ton 61eve un m^me nombre a deux puissances marquees par 
deux quantit^s oppos^es, on obtiendra pour resullats deux quantites positives 
inverses Tune de Tautre. 

Puissances et racines r^elles des quantites. — Si, dans les definitions que 
nous avons donnees des puissances et racines des nombres correspondantes a 
des exposants, ou enliers, ou fractionnaires, ori subslitue le mot de quantites 
h celuide nombres, on obtiendra les definitions suivantes pour les puissances 
et racines rdelles des quantites. 

Eleven la quantity a ^ la puissance reelle du degre m, m etant un nombre 
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entier, c’est former le produit d’autant de facteurs egaux a a qu'ily a d'amt6s 
dans m. 

Elever la quantit6 a ^ la puissance I'eelle du degre — > m et 6taiit denx 
nombres enliers, c’est, en supposant, pour eviter toute incertitude, la frac- 

TIZ 

tion ~ reduite a sa plus simple expression, former un produit de m facteurs 

egaux et tellemenl choisis que la puissance de cliacun d’eux soil equi- 
valente a la quantite a. 

7 )% 

Extraire de la quantite a la raciiie reeile du degre m o\x — ? c'est chercher 
une nouvelle quantity qui, eleven ^ la puissance reeile du degrd m ou 
reproduise a. D’apres cette definition, la racine reeile d’une quantity 
est 6videmment la meme chose que sa puissance reeile du degr6 De plus, 
on prouvera facilement que la racine du degre ^ equivaut k la puissance du 
degre 

77 % 

Enfin, ^le^er la quantite a ^ la puissa7ice reeile da degre — in om — — ? 
c’est diviser Funit^ par cette meme quantite a 61ev6e k la puissance reeile du 
degre 7?i ou 

Dans les operations dont on vient de parler, le nombre ou la quantite qui 
marque le degre d'une puissance rdelle de a s’appelle Xexposant de cette 
puissance, tandis que le nombre qui marque le degre d’une racine reeile se 
nomme Vindice de cette racine. 

Toute puissance de a qui correspond a un exposant dont la valeur nume- 
rique est entiere, c’est-^-dire k un exposant de la forme h- m ou ~ m, w re- 
presentant un nombre entier, admet une valeur unique et reeile que I’on 
designe par la notation 

a"* ou 

Quant aux racines, et quant aux puissances dont la valeur humerique es1 
fractionnaire, elles peuvent admettre ou deux valeurs reelles, ou une seuk 
valeur reeile, ou n'en admettre aucune. Les valeurs reelles dont il est ic: 
question sont necessairement des quantites positives ou des quanlites nega- 
tives. Mais, outre ces quantites, on emploie encore en Algebre des symboles 
qui, n’ayant aucune signification par eux-memes, reqoivent neanmoins, I 
cause de leurs proprietes, les noms de puissuTices et de r acmes. Ces symbolei 
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sont du nombre des expressions algebriques auxquelles on a donne le nom 
d imaginaires, par opposition k celui ^expressions reelles, qiii ne s’applique 
jamais qu’a des nombres ou des quantit6s. 

Cela p,os6, il resulte des principes aablis dans le Chapitre VII que la racine 

(i’une quantile quelconque a el ses puissances des dcCT^s — , — — j 

n n 

n dtant un nombre entier et — une fraction irreductible, admettent cha- 

cune n valeurs distinctes r6elles ou imaginaires. Conform4ment aux nota- 
tions adopl6es dans le m6me Chapitre, on designera Tune quelconque de ces 
valeurs, s’il s’agit de la racine par la notation 

et, s’il s’agit de la puissance qui a pour exposant ~ par nota- 

tion 

m m 

{ia)Y ou ((«))“■". 

1 

Ajontons que I’expression ((a))" est comprise comme cas particulier dans 

m 

I’expressioii plus gen^rale ((a))", et que, en appelant A la valeur nuin^rique 
de a, on trouvera pour les valeurs r6elles des deux expressions 

m m 

{{a)Y, ((a))"": 

I® Si n d4signe un nombre impair, 

in m 


a 6tant -h A 

-t- A" , + A 

a 6tant — A 

m 

. . — A^, ~ A" 

2 ® Si 71 d6signe un nombre pair, 


a6tantH-A 

m 


Lorsque, dans le dernier cas, on suppose a n6gatif, toutes les valeurs de cha- 

m 

cune des expressions ((a))", ((a)) " deviennent imaginaires. 

Si I’on fait varier la fraction — de manidre qu’elle s’approcbe indefiniment 

71 

d’un nombre irrationnel B, le d^nominateur n croissant alors au dela de toute 
limite assignable, il en sera de mSme du nombre des valeurs imaginaires 
OMuvres de C. — S. 11, t. III. 44 
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qu’obtiendra chacune des expressions 

m tn 

Par suite on ne peut admettre dans le calcul les notations 

((^))^ ((^))-^ 

ou, si Ton fait Z? =±: B, la notation 

((«))^ 

a moins de considerer une semblable nolalion comme propre h repr^sente 
une infinite d’expressions imaginaires. Pour eviter cel inconv6nient, nou 
n’emploierons jamais I’expression algebrique 

dans le cas ou ia valeur numerique de b sera irrationnelle. Seulemcnt, dan 
cette hypothese, lorsque a obtiendra une valeur positive -H A, on pourr 
faire usage de la notation 

ou (ay% 

que Ton devra consid6rer comme 6quivalente h 
{voir' le Chapitre VII, § IV). 

Les puissances de nombres el de quantitds jouissent de plusieurs propri6t4 
remarquables qu’il est facile de d^montrer. Nous citerons entre autres celle 
qui se trouvent comprises dans les formules que je vais dcrire. 

Soient a, a'', b, b', b", ... des quantites quelconques positives cn 
negatives; A, A', A'', ... des nombres quelconques, et m, m', m", ... de 
nombres entiers. On aura 


( 3 ) 


A^ A^^' . . . = ^ 

k!> A'*A"^..z=(AA'A^..)^ 
(A^)^'=z:A^'^ 


( 4 ) 


a!^ {aa’ a\ , 


(chacun des nombres rn, m*, m'\ . . . dovant §tr 
alfectd du mdme signo dans les denx membres ] 
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Les formules (3) et (4) donnent lieu a une foule de consequences, parmiles- 
quelles nous nous contenlerons d’indiqaer la suivante. On tire de la seconde 
des formules (3) 



et Ton en conclut 



Done, si Ton eleve deux quantiles positives inverses I’une de I’autre h une 
meme puissance, les r^sultats seront encore deux quantit6s inverses. 


FORMATION DES EXPONENTIELLES ET DES LOGARITHMES. 


Lorsque dans ^expression on regarde le nombre A comme fixe, et la 
quantity ^ comme variable, la puissance A^prend le noin ^^exponentielle. Si, 
dans la m^me hypothese, on a, pour une valeur particuliere de x, 

A^r=B, 

cette valeur particuliere sera ce qu’on appelle le logarithme du nombre B 
dans le syst^me dont la base est A. On indique ce logarithme en plagani 
devant le nombre la lettre iniliale I ou L, ainsi qu’il suit 

/B ou LB. 


Toutefois, comme une semblable notation ne fait pas connaitre la base du 
systeme de logarithmes auquel elle se rapporte, il est indispensable d’^noncer 
dans le discours la valeur de cette base. Cela pose, si Ton se sert de la carac- 
teristique L pour designer les logarithmes pris dans le systeme dont la base 
esi A, requation 

entrainera la suivante 


xzizLB, 


Quelquefois, lorSqu’on doit traiter en m^me temps des logarithmes pris 
dans differents syst^mes, on distingue les uns des aulres a I’aide d’un ou plu- 
sieurs accents places a la droite de la lettre L, etfon designe en consequence 
par cette lettre d6pourvue d'accenls les logarithmes d’un premier systeme, 
par la meme* lettre suivie d’un seul accent les logarithmes d’un second sys- 
t^me, etc. 

En s'appuyant sur les definitions qui precedent et sur les proprietes gene- 
rales des puissances des nombres, on reconnaitra facilement : que funiie 
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a z6ro pour logarithme dans tous les systemes; 2 ° que dans tout systeme < 
logarithmes dont la base surpasse Tunite, tout nombre superieur a I’uni 
a un logarithme positif, et tout nombre infdrieur a Funite un logarithn 
negatif; 3° que dans tout systeme de logarithmes dont la base est au-desso 
de Funite, tout nombre inferieur a Funitd a im logarithme positif, et to 
nombre superieur a Funite un logarithme ndgatif; 4® enfm que, dans dei 
systemes dont les bases sont inverses Fune de Fautre, les logarithmes d’l 
meme nombre sont egaux et de signes contraires. l)e plus, on‘d6montre 
sans peine les formules qui etablissent les proprietes principales des log 
rithmes, et parmi lesquelles on doit remarquer celles que je vais dcrire. 

Si Fon designe par B, B', B^ C des nombres quelconques, par 1 
caract^ristiques L, U des logarithmes pris dans deux systemes differer 
dont les bases soient A, A', et par k une quantite quelconque positive < 
negative, on aura 

I LBB'B". . .rz: LB H- LB'-i- LB'. . 

LB^z=:/rLB, 

LB "L'B* 

On tire de la premiere de ces formules 


LB+l4^ = Li = o . 

Jl> 

et, par suite, 

Lg==-LB, 


d’ou il r^sulte que deux quantites positives inverses Fune de Fautre ont d 
logarithmes egaux et de signes contraires*. AjouLons que la quatrieme fo 
mule peut facilement se doduire de la seconde. En effet, supposons que 
quanlitd k reprdsente le logarithme du nombre C dans le systeme dont 
base est B. On aura 

C=i=B^ 


et, par suite, 


LCzhALB, L'C=:^L'B, 


d’ou Fon conclura immddiatement 


LC _ L'C __ 
LB ” L B 
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On pent remarquer encore qtie, si Von prend B =: A, on tirera de la qua- 
trieme formule, a cause de LA — i, 

L'C:=:UA.LC, 

ou, en faisant, pour abreger, L'A — fx, 

UC^lxLC. 

Ainsi, pour passer du systeme de logarilhmes dont la base est A a celui dont 
la base est A', il suffit de multiplier les logarithmes pris dans le premier sys- 
teme par un certain coefficient /x dgal au logarithnie de A pris dans le second 
systeme. 

Les logarithmes dont nous venons de parler sont ceux qu’on nomme lo^a- 
rithmes reels, parce qu’ils se rdduisent toujours a des quantiles positives on 
negatives. Mais, outre ces quanlites, il existe des expressions imaginaires 
qui ont dgalement re^ii, a cause de leurs propriet^s, le nom de logarithmes. 
Nous renvoyons sur ce sujet au Chapilre IX, dans lequel nous avons expose 
la th(§orie des logarithmes imaginaires. 

FORMATION DES LIGNES TRIGONOMETRIQUES ET DES ARCS DE CERGLE. 

Nous avons remarqud dans les Pr61iminaires qu une longueur comptee sur 
une ligne clroite ou courbe peut 6tre representde tantot par un nombre, 
tantOt par une quantity, suivant qu’on a simplement egard a la mesure de 
cette longueur, ou qu’on la consid^re comme devant 6tre portee sur la ligne 
donnee dans un sens ou dans un autre, k partir d’un point fixe que Von 
nomme origine, pour servir soil k Vaugmentalion, soil k la diminution d’une 
autre longueur constante aboutissant k ce point. Nous avons ajoute que, dans 
un cercle dont le plan est supposd vertical, on fixe ordinairement Vorigine 
des arcs k I’extremitd du rayon tir6 horizontalement de gauche a droite, et 
que, k partir de cette origine, les arcs se comptent positivement ou ndgati- 
vement suivant que, pour les d6crire, on commence par s’elever au-dessus 
d’elle ou par s’abaisser au-dessous. Enfin, nous avons indique les origines de 
plusieurs lignes trigonom6triques qui correspondent k ces memes arcs dans 
le cas oil le rayon du cercle se rddiiit k Vunitd. Nous aliens revenir un instant 
sur cet objet etcompl6ler les notions qui s’y rapportent. 

D’abord on dtablira facilement, k Regard des longueurs comptees sur une 
m^me ligne droite ou courbe a partir d’une origine donnde, les propositions 
suivantes : 


. 350 


COURS D’ANALYSE. 


THfiORfeME VI. — Soient a, 
iiegatwes. Pour obtenir sur 
gueiir 


by c, , . . des quaritites qaelconques positives c 
line ligne droite on courbe Vextremite de la lot 

a + ^ -h c -f-. . . 


coTYiptee d pctrtir d’uJie origiue doiiixee dans le sens determine pai le signe c 
la quantile 

4- Z? H- c -h . . . , 

il suffira de porter sur cette ligne : la longueur a d partir de Vorigin 

dans le sens determine par le signe de «; 2° la longueur b d partir de Vec 
tremite de a, dans le sens determine par le signe de b- 3 ^ la longueur c 
partir de Vextremite de b, dans le sens determine par le signe de c, et ain 
de suite. 

TflfiOR^ME VII. — Soient a et b deux quantiles quelconques. Supposons c 
plus que Von porte sur une ligne droite ou courbe et d partir d' une o rig it 
donnee : une longueur egale d la valeur numerique de a, dans le scj 

determine par le signe de a; 2® une longueur egale d la valeur numdriqi 
de b, dans le sens determine par le signe de b. Pour passer de V extrimite i 
la premiere longueur d celle de la seconde, ou reciproquement, en suivai 
la ligne que Von considere, il sujjlra de parcourir une troisieme longuei 
egale d la valeur numerique de la difference a — b. 

TflfiORfeME VIII. — Les mimes choses etant posies que dans le thiorhme pri 
cedent, V extremiti de la longueur representie par 

a b 
2 

sera sur la ligne donnee un point situi d distances i gales des extrimitis d 
longueurs a et b {les distances itant compties sur la ligne elU’-mime). 

Appliquons maintenant ces th6oremes aux arcs mesur^s sur la circonf 
rence d’un cercle dont le plan est vertical, et dont le rayon equivaut h. Tunit 
Torigine des arcs etant fixde k TexlrdmUd dii rayon tire horizontalement ( 
gauche k droite. Si Ton ddsigne par tt, suivant Tusage, le rapport de la ci 
conference au diam^tre, le diametre dtant dgal a 2 , la circonfdrence entid 
se trouvera exprimee par le nombre 2 7r, la moitie de la circonference par 

nombre tt, et le quart par -• Si, de plus, on ddsigne par a un arc quelconqi 
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posilif ou negalif, on conclura du theoreme VI que, pour obtenir Textremite 
de Tare 

ou a — ’ituti 


{m 6tant un nombre entier), il faut porter sur la circonference, k pai’tir de 
rextr6mit6 de Tare < 2 , soil dans le sens des arcs positifs, soil dans le sens des 
arcs negatifs, une longueur egale h. 277271 , e’est-a-dire parcourir m fois la cir- 
conf^rence entiere dans un sens ou dans Tautre, ce qui ramenera rieces- 
sairement au point d’ou Ton 6tait parti. II en resulte que les extremiies des 
arcs 

a et a ±; 2 772 71 


coincident. 

On conclura egalemenl des theoremes VI ou VII : que les extr^mites 
* des arcs 

a et a ±71 


comprennent entre elles un arc egal a tt, et se confondent par consequent 
avec les extr^mit6s d’un mdme diam^tre; 2 ° que les extremiies des arcs 


a et a±:~ 

2 

comprennent entre elles un quart de circonference, en sorte qu'elles coin- 
cident avec les extr6mit6s de deux rayons perpendiculaires Tun h I’autre. 
Enfin, on conclura du theoreme VIII : i® que les extremiies des arcs 

a et TT — a 

son! situ^es h egales distances de Textremite de Tare 

TT 
— y 
2 

et par consequent plac^es sym6triquement de part et d’aulre du diametre 
vertical; 2 *^ que les extremiies des arcs 

a et Cl 

2 


sont situees k egales distances de Textremite de I’arc 


TT 

4’ 


352 

Les arcs 


GOURS D’ANALYSE. 


71 — CL et 

2 

dont il est ici question, sont respectivement appel6s le supplement et 
complement de Tare a, En d’autres termes, deux arcs repr6sent6s par dei 
quantites a sont supplements on complements Fun de Fautre suivant qi 
Fon a 

<2 -f- 6 TT on a-^ b ^ 

2 

Puisque les angles au centre qui ont pour c6te commun le rayon men6 p; 
Forigine des arcs croissent ou diminuent proportionnellement aux arcs q 
leur servent de mesure, et que ces angles eux-memes peuvent ^<tre cons 
deres comme les accroissements ou diminutions de Fun d’eux pris h. volont 
rien ne s’oppose k ce qu’ils soient design6s par les memos quantitds que 1< 
arcs. C’est une convention que Fon a efTectivement adoptee. On dit aussi qi 
deux angles sont complements ou supplements Fun dc Fautre, lorsque li 
arcs correspondanis sont eux-memes complements ou supplements Fun c 
Fautre. 

Passons maintenant k Fexamen des lignes trigoiiomdtriques; et, dans ( 
dessein, considdrons un seul arc representd par la quantity a. Si on le pri 
jette successivement : i° sur le diametre vertical; 2 ^ sur le diam^tre hot 
zontal, les deux projections seront ce qu’on appelle le sinus et le sinus ver 
de Fare a. On pent observer que la premiere est en m^me temps la proje* 
tion, sur le diametre vertical, du rayon qui passe par Fexlremitd de Fare. I 
Fon prolonge ce meme rayon jusqu’t\ la rencontre de la tangente au cere 
mene par Forigine des arcs, la partie de cette tangente interceptde ent: 
Forigine el le point de rencontre sera ce qu’on appelle la tangente trigone 
metrique de Fare a, Enfin la longueur comptde sur le rayon prolong^ enti 
le centre et le point de rencontre sera la secante de ce meme arc. 

Les cosinus et cosinus verse d’un arc, sa coLangente et sa cosecante ne SO] 
autre chose que les sinus el sinus verse, la tangente et la sdcante de sc 
complement, et constituent, avec le sinus, le sinus verse, la tangente et 
sdcante de ce meme arc, le sysleme complet de ses lignes trigonomitriqm 

D’apres ce qui a ete dit ci-dessus, le sinus cFun arc se compte sur le di 
metre vertical, le sinus verse sur le diametre horizontal, la tangente sur 
ligne qui touche le cercle a Forigine des arcs, et la secante sur le diamdt: 
mobile qui passe par Fextr^mite de Fare donne. De plus, les sinus 
sdcantes ont pour origine commune le centre du cercle, tandis que For 
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^ine des langentes el des sinus verses se confond avec celle des arcs. Eniin, 
oil est gendralement convenu de representer par des quantiles positives 
les lignes trigonometriques de I’arc <7, dans le cas ou cet arc est positif el 
inoindre qu un quart de circonf 6 rence; d’ou il suit que Ton doit compter 
posltivement le sinus et la tangente de has eh haul, le sinus verse de droite 
a gauche, et la secante dans le sens du rayon mene a Textreniite de I’arc a, 
En partant des principes que nous venons d’adopter, on reconnailra imme- 
diaternent que le sinus verse, et par suite le cosinus verse, sonl toujours posi- 
tifs; et, de plus, on deterrninera sans peine les signes qui doivent affecter les 
autres lignes trigonometriques d’un arc dont I’extremite est donnee. Pour 
rendre cette determination plus facile, on con^oit le cercle divise en quatre 
parties egales par deux diarnetres perpendiculaires entre eux, Tun horizontal, 
Taulre vertical; et ces quatre parlies sent respectivement designees sous les 
noms de premier, second, troisieme et quatrieme quart de cercle. Les deux 
premiers quarts de cercle sont situ 6 s au-dessus du diametre horizontal, savoir 
le premier h droite et le second h gauche. Les deux derniers sont situes au-des- 
sous du rneme diametre, savoir le troisieme a gauche et le quatrieme h droite. 
<](da pos 6 , coinme les extr 6 miles de deux arcs, compl 6 menls Tun de I’autre, 

sont egalement distantes de.l’extr 6 mite de I’arc on en conclura qu’elles 

sont plac 6 es symetriquement de part et d’aulre du diametre qui divise en 
deux parties dgales le premier et le troisieme quart de cercle. Si Ton cherche 
ensuite quels signes doivent t^tre attribu 6 s aux diverses lignes irigonome- 
triques d’uii arc autres que le sinus verse et le cosinus verse, suivant que 
rextrdmite de cet arc tombe dans iin quart de cercle ou dans un autre, on 
trouvera que ces signes sont respectivement 

Dans Dans Dans Dans 

le quart le a* quart le 3* quart le 4* quart 
de cercle. de cercle. de cercle. de cercle. 

Pour lo sinus et la cos6caiile •. 4- _j- — — 

Pour lo cosinus et la s6canLe 

Pour la tangente et la coLangeiite.. _i- __ 4- _ 

On peut remarquer k ce sujet que le signe de la tangente est toujours le pro- 
duit du signe du sinus par le signe du cosinus. 

Les considerations prec 6 denles conduisent encore 'a reconnaitre que Ic 
cosinus d’un arc se confond avec la projection du rayon qui passe par Pex- 
tremitd de cet arc sur le diametre horizontal, et que sur ce merne diametre 
il doit etre compte positivement de gauche k droite, a partir du centre pris 
pour origine; que le cosinus verse peut ^Ire mesure sur le diametre vertical 
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eritre le point le plus eleve cle la circonference pris pour ori^nne et Vex' 
mite clu sinus; que la cotangente, comptee positivement de gauche k dr< 
sur la tangenle horizontale menee au cercle par rorigioe des cosinns ven 
se reduit a la longueur comprise enlre cette origine el le prolongement 
fliametre mobile dont une rnoitie est le rayon meiie k rcxtremite de I’l 
enfin que la cosecante, mesuree sur ce dianu'Hre mobile, se compte poi 
vementdans le sens du rayon dont il s’agit, et a partir du centre pris p 
origine jusqu’u Textremite de la cotangente. 

Nous avons suffisamment developpe dans les preliminaires le syst^me 
notations a I’aide desqnelles nous represenlons les diverscs lignes trigo 
metriques et les arcs qui leur corresponflent. Nous ne reviendrons pas 
cet objet, et nous nous contenterons d’observer ([iie les lignes trigonor 
triques d’un arc sont censees appartenir en meine temps k I’angle au cen 
qu’il mesure, et que Ton designe par la meine quanlile. Ainsi, par exemf 
a, b, ... representant des quantiles quelcorK[ues, on pent dire egalein 
que les notations 

sinr/, cos/^ 

expriment le sinus de I’arc ou de Tangle a, le (^osinus de Tare on 
I’angle b, 

Nous termirierons cette Note en rappelant (luolques j)ropriet6s rem 
quables des lignes trigonometriques. 

D’abord, si Ton designe par a une quantile quelconquc, on Irouvora que 
sinus et le cosinus de Tangle a sont toujours lies entre eux par requation 

(^) sin-a -H COS-<^ rz: I , 

et que les autres lignes trigonometriques peuvent eire ex[)rimees an moj 
de ces deux premieres ainsi qu’il suit : 



1 



sinr^ 


. 1 


1 siva — i 

— cos a, 

tang a ~ 

— j 

sec a 



} 



cos a 


™ cos a 

(7) 

< 










cos a 


J 

m 

f cosiva = I 

— sin a, 

cot a =: 


cos(m,a 

^ , 


\ 



sin a ’ 


sitia 


Des formules (6) et (7) on deduira facilernent plusieurs autres 6quatio 
par exemple 

(8) cota~:j~~— , sec^a ^ i ■+■ tang'a, coseeV/, r™ r --h coL^a, 

11 est encore aise de voir que, si la quantile posilive R represente la Ic 
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gueur (I’uae droite enlre deux points, et a Tangle aigu on obtus que forme 
cette droite avec un axe fixe, la projection de la longueur donnee sur I’axe 
fixe sera niesuree par la valeur numerique du produit 

R cos a, 

et la projection de la nidme longueur sur une perpendiculaire a Taxe par la 
valeur numerique du produit 

Rsina. 

Enfin on recormaitra sans peine que, si, en partant d’un point pris au hasard 
sur la circoiiference du cercle qui a pour rayon Tunite, on parcourt sur cette 
circonrerence, dans un sens ou dans un autre, une longueur egale a la valeur 
numerique d’une quantile quelconque c, le plus petit arc compris entre les 

extrernites do cette longueur sera inferieur ou superieur a suivant que 
cosc sera positif ou negalif. 

Ces principes etarit admis, concevons que surlacirconferencedontonvient 
de parler on determine : les extrernites A et B des arcs representes par 
deux quantites quelconques a et 6; 2 ° Textremit^ N d’un troisieme arc 

reprdsenle par Soit, en outre, M le milieu de la corde qui joint les 

points A, B, et supposons que le point M se projette sur le diametre horizon- 
tal du cercle en un certain point P. Si les longueurs mesurees sur ce dia- 
mtvtre, a partir du centre pris pour origine, sont complees positivement de 
gauche h droite, ainsi que les cosinus, la distance du centre au point P devra 
cMre representee (en vertu du iheoreme VIII) par la quantile 

cos a -T- cos/j 
2 

De plus, comme (en vertu du ni^me iheoreme) le point N est situe a egales 
distances des points A etB, le diametre qui passe par le point N renfermera 
le milieu M de la corde AB; et la distance de ce milieu M au centre du cercle 
sera egale (abstraction faite du signe)au cosinus de chacun des arcs NA, JNB, 
ou, ce qui revient au meme, k 

fa-^b \ [a~^h ' \ a~h 

cos (__ _ flj ^ cos - 6) rr. COS — • 

Pour obtenir la projection horizonlale de cette distance, il suffira de la mul- 
tiplier par le cosinus de I’angle aigu compris entre le rayon tire horizontale- 
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menl de gauche a droiie et le diaiiietre qui renferme le point N, c’est-a-di 
par un facteur egal (au signe pr6s) a cos^-^— . En d’aulres termes, la c 
stance du centre au point P aura pour mesure la valour numdrique du pr 
dnit 

a — h a b 

cos cos 

2 2 

.I’ajoute que ce produit sera positif ou negatif, suivanl quo le point M se 
silue a droite ou a gauche du diametre vertical. En effet, cos 2 - 1 ^ est posi 
ou negatif, suivant que le point N est situe par rapport a ce dianiAtfe i 
cote droit ou du c6te gauche, et cos~-~-- est positif ou negatif; par suite 
produit 

a — h a -t- b 

cos — — cos 

2 2 

estde mdme signe que cos - ) ou de signe contraire, suivant que, chac 

<les arcs NA, NB elant inferieur ou superieur ^ point M se iron 

silu6 du meine c5te que le point N ou du c6te oppose. Comnie d’ailleurs 
veriicale qui passe par le point M renferme aussi Ic point P, il suit cle 
remarque precedenle que la distance du centre au point P, dans le cas mfii 
ou Ton a dgard aux signes, peut etre representee par le produit 

a — b a -h h 

cos cos 

2 2 

COS 0^ 1 cos b 

Ce produit et la quantile ont done le meme signe, avec la nu^i 

valeiir numerique; el Ton a, par consequent, pour toutes les valeurs possib 
des quanlitds a et b, 

, , , a — b a -H b 

(9) cosa -}- C0s6 =: 2 cos ^ — COS- — - — • 

Si dans requation (9) on remplace b par tt 4 - Z>, on en tirera 


, , , . b — a . a b 

(10) cos a — cos 6 — . 2 sin sin 

22 


De plus, si dans les equations (9) et (10) on subslilue aux angles a el b lei 


NOTE L 
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TT . TT 

complemenis a, - — on obtiendra les suivantes : 

2 2 


(u) 


• . . — 1) , CL “4“ 

sincz -h suiZ? = 2 cos sill 5 


. , .a — b a b 
sma — sin 6 = 2 sin cos 


Lesformules (9), (10) et (ii) une fois etablies, on en d6duira facilement un 
grand nombre d’aulres. On trouvera, par exemple. 


(.2) 


(i 3 ) 

<i 4 ) 

(i 3 ) 


z' si ng — sin 6 _ tang|(a — b) 

j sina-Hsini tangK^ h- A) ’ 

< 

i cosZ> — cosa 

I ~ tang|(a — - 6) langi(a + 6), 

\ cosb~{-cosa ^ 

I cos(a — 6) cos(a 4- 2cosa cos 6, 

I cos(a — cos(a 4 - Z?) 2 sina sin 

j sin(<2 4- Z>) 4- sin(<2 — — 2 sina cos Z>, 

( sin(<2 4- sin(a — Z>) = 2 sin 6 cos a, 

( cos (a zb 6) cos a cos 6 z;: sin a sin Z?^ 

{ sin ((2 ziz Z?) = sin^^r cos^ zb sinZ^ cosa. 


(16) 

( 17 ) 


tang(a zb Z?) n= 


tanga zb tang 6 
I zp tanga tangZ>^ 


cos 2 (2 = cos’^a — sin^a = 2 cos^a — 1—1 — 2 sin'^^3r, 
sin2a = 2sina cosa. 


Soient mainlenant a, b, c trois angles quelconques. On tirera de la pre- 
miere des formules (i 3 ) 

( cos(a 4- Z> 4- c) -b cos(Z^ 4 - c — a) 4 - cos(c 4- « — Z>) 4- cos(«2 4- Z^ — c) 

{18) V 

I — 4cosacosZ? cosc. 


Si dans la formiile precddente, au lieu de a, b, c, on dcrit \a, \b, \c, puis 
que Ton suppose 

(iq) a 4 “ Z> 4- C in TT, 


on irouvera 
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Dans la meme bypolhese, la formule (i6) donnera 


(21) lang'« -f- langZ> -h tangc — lan^^ tang 7 > langc'. 

L’equation (20) devant subsisler, ainsi que requaiion (19), lorsque Ton , 
remplace deux des angles a, b, c par leiirs supplements, et qu’on change I 
signe du troisieme, on en conctura 

2 
c 

— 9 

2 

2 

De ces deraieres forinules coinbinees entre dies et avec requaiion (20) oi 
deduil les suivantes : 


. , . . , a . h . 

sin/o -H sine — sin <2 “ 4 cos -- sin ~ sin 

2 2 


( 


] . . .... (7 /> . 

< Sine -4- sin a — sui/2 4 sin - cos - sin 


. , . a . b 

, sin a -h SI no — sine ~ 4 sin - sin -- cos 
\ 22 


(sin a sin/; -i- sin e) ( sin b -h sine — siim) 

4sin/>sine 

(sine -h sin a -- sin b) (sin<7 -w sin —■ sine) 

4 si n<^ sine 

Erdin, si roo imagine que a, b, c designent les trois angles d’un triangle, e 
que les c6tes opposes soient respectivement A, B, C, six produits 6gau] 
deux a deux, savoir 


( 23 ) 


cos-ia 


B sin e — C sin 6, C si n <7 nr A si n e, A s i n n i B si n a, 

reprdsenteront les perpendiculaires abaissees des soimnels sur les trois cdles 
On aura, par suite, 

(24) sinc^ __ sin/> sine 

A B "" “fr^ 


et les equations (28) 
( 25 ) I 


deviendront 
cos^-‘ fl == 

■ /iBC 

Sin4« = (^-AzrJi) (AnJL- <^0 

^ 4 BC 


De plus, en ayant egard aux formules (19) et (24), on tirera de la premidre 


cles equations (t2) 


NOTE 1. 


tang|(« — h) ~ 


Les iormules (19), ( 24 )> (^ 5 ) et (26) saffiseni pour determiner trois des six 
elements d’un triangle rectiligne, lorsque les trois autres elements son! 
connus, et que cette determination est possible. On peut remarquer en outre 
que les valeurs.de cosa et de sina, deduites des equations (26) a I’aide des 
formules (17), sont respectivement 


\/( A -t-ir-4- Cj ( B + C - \)TC + A - BT( a h- B - C 1 


La premiere de ces valeiirs peut se tirer directement d’un theortmie corinu 
de (leometrie. Quant a la seconde, elle fournit le moyen d’exprimer la surface 
du triangle en fonction des trois cotes. En effet, cette surface, equivalente au 
‘produit de la base C par la moitie de la hauteur correspondante B sina, sera 


iBC sill a = ,i: v/fA + B + C) ( B -i- C - A) (C“ 


■'BKA-TB-C). 
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NOTE IL 


SUR LES FORMULES QUI RESULTENT DE l’eMPLOI DU SIGNE > OU <, ET SUR LES MOYENNKS 
ENTRE PLUSIEURS QUANTITES. 


Soient a et Z? deux quantites inegales. Les deux formules 

a ':> by b <, a 

serviront egalement a exprimer que la premiere quantity a siirpasse la se- 
conde h, c’est-a~dire que la difference 

a^b 

est positive. En partaiit de ce principe, on etablira facilement les proposi- 
lions que je vais enoncer : 

THfiORto I. — Si ay a’, a", . . b,b', b\ . . . representent des quantikKn assn- 
jetties aiix conditions 

a > by 
a' > hj 
«"■> b\ 


on aura aussi 

a — 1 ~ a^ “ 4 " . . . h -4— b^ -4— b' -4— .... 

Demonstration, — En effet, lorsque les quantites 
a — by a ' — bj a " — b", 
sont positives, on peut assurer que leur somme 

a a’ a" . . , — ( -h -4- H- . . . ) 

Test pareiilement. 

THfioRliME II. — Si A, k!y A", . . ., B, B', B^^, . . . representent des nombres 
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assuiettis aiix conditions 

A >B, 
A' > B', 
A"> B\ 


on aura aiissi 

AA'A"...>BB'B".... 

Demonstration. — En elfet, chacune des differences 
A-B, A'-B', A"-B", ... 

eianl positive par iiypotliese, chacun des produits 

(A- B) A' A"... = A A' A"... -BA' A"..., 
B(A'— B')A". .. — B A'A".. . — BB'A"..., 
BB'(A'' — B"). . . = B B' A". . . — BB'ir.. ., 
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quYine fraction esl inferieure ou superieure a Timite, suivant que le pin 
^rand de ses deux lermes est le denominaleur ou le nunierateur. 

THfiORto IV. — Solent A et k’ deux no7?ibres qui salisfassent a la condi 
tion 

A>A', 


et b line qaantite quelconque. On aura, si b est positif, 


et, si b est negatif. 


k'^ > A'^ 
A^ < A'^ 


Demonstration. — En'effet, le quolient — elant > r, la fraclioii 





h 


sera evidemment superieure ou inferieure a rnnilc, siiivanl (jue la ([uaniite 
sera positive ou negative. 


TH^ORfeME V. — Designons par A un nomhre quelconqne, et soienl /), 1/ deiu 
quantites assujetties a la condition 

b > b\ 

on en conclura. si A est plus grand que V unite, 

k^^ > kl^\ 


et, si A est inferieur a V unite, 


A'^ < k^>\ 


Demonstration. — En effet, la quantile b—~b^ etaiil positive, par hypothese 
la fracti on 


A! 

A^' 


zzi 


sera Evidemment superieure ou inferieure a I’unite, suivant que Ton aur 
A > I ou A < I. 

THRoRfeME VI. — Soit L la caracteristique des logarithmes pris dans le sy$ 
teme dont la base est A, et designons par B, B' deux no mb res assujettis a I 
condition 

B>B^ 

On aura, si A est plus grand que V unite. 


LB>LB' 
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el, si A esl iuferieur a I’ unite, 

LB<LB'. 

Demolish cition, — Eti Gff 6 t, 1g logarithnic 

=LB-LB' 

•spia posilif dans le premier cas, el negatif dans le second. 

CoroLlaire. Si Ton se sert de la lettre I pour indiquer les logarithmes 
iieperiens pris dans le sysleme doiit la base est 

(0 e = 2,7182818. . . 

f Chapilrc VI, § I, equation ( 5 )], la condition 

B>B' 

entraiaera toujours la formule 

/B>/B'. 

Aux tbeorcimes qui precedent nous ajouterons le suivant, duquel on peut 
deduirc plusieurs consequences imporlantes. 

TufiORfeME VII. — Soit X line quantite qaelconque. On aura 

( ‘0 I 

La leLLre e clesignant, a V ordinaire, la base des logarithmes neperiens. 

Demonstration, — Le second membre de la fonnule (2) restant toujours 
positif, le theoremc enonce sera Evident par lui-m^me, si la quanlit^e i 4- x 
est negative. II suffira done d’examiner le cas oil Ton suppose 

( 3 ) i X '2> o. 

Or I’equation (28) du Chapitre VI (§ IV) donne, pour toules les valeurs reelles 
possibles de x, 



( 4 ) 
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T 




x’* 

$7374 


D’ 



sont positifs, noQ seulenient lorsque la quantity x est positive, mais aoss 
lorsque, etant neg-ative^ elle a une valeur num^rique iiiferieure ruiiite, oi 
tirera de Inequation (4), toutes les fois que la condition (3) sera remplie, 

I -h X\ 

Corollalre L — Si, dans le cas oil i-i-ji? est positif, on pi’end les loga 
rithmes neperiens des deux membres de la formule ( 2 ), on obtiendra la sui 
vante 

( 5 ) l( \ x) c^x 

{voir le corollalre du theoreme VI). Cette derniere subsiste done toutes le 
fois que son premier membre est reel. 

Corollalre IL — Soient x^ /, * plusieurs quantiles assujetlies aux con 

ditions 

(6) I -h -r >> 0 , t H-j' >• o, .... 

On aura, en vertu de la formule ( 2 ), 

i-hy<ey, ..., 

et Toil en concliira (theoreme II) 

(7) (i-l-j) {i-h z). . 

Cette derniere formule subsiste done toutes les fois que son premier membr 
ne renferme que des facteurs positifs. 

Corollalre 111, — Si dans le corollaire precedent on suppose 

xzizauy y=:a'<x', ' zz=:a''(X^, ..., 

a, a', a7 . . . d^signant des quantiles positives, el a, a', a\ . . . d’autres quar 
tites respeclivemenl superieures h 


I 


a 


I 



• • > 


la formule (7) deviendra 


NOTE 11 . 


365 


(1 -H aa) (i -1- a'a') (i -h .. . . < 

Si de plus les quantiles a, <2', a”, ... sonl toutes inferieures a une ceriaine 
iimite on aura (en vertu des theoremes I et III) 

-h cxJ . . < A{a -f- 

<61 par suite on trouVera definitivement 

{ 8 ) ( I 4 - a ) ( I -f- (2^ a' ) (l + a'^ ) . , . < e'V(a-+-a'+a''+... : ^ 

La formule (8) peut ^tre employee avec avantage dans rinlegration par 
approximation des Equations differenlielles. 

Passons maintenant aux theoremes sur les moyennes. Ainsi qu’on J’a deja 
dit {PrcHiminaires, p. i 4 ), on appelle moyenne entre plusieurs quantiles don- 
nees une nouvelle quantit6 comprise entre la plus petite el la plus grande de 
cellos que Ton considere. D’apres cette definition, la quantile h sera moyenne 
entre les deux quantiles k, ou entre plusieurs quantiles parmi lesquelles 
Tune des deux qu’on vient de citer serait la plus grande et I’autre la plus 
petite, si les deux differences 

g — h, h — k 

sont de inline signe. Cela pose, si, pour designer une moyenne entre les 
quantiles a, a\ . . ., on emploie, comme dans les Prelirninaires, la nota- 
tion 

M(<2, a', a\ , . 

on 6tablira sans peine les propositions suivantes : 

TafiORfeME VIII. — Soient a, a', a", h plusieurs quantiles assujelties a la 
condition 

(9) /i = M(«,a', a', . . 

et r une autre quantile entierement arbitraire. On aura toujours 

(10) /•/! = M(/-a’, ra', ra", ...). 

Demonstration. — En effet, d^slgnons par g la grande, et par k la plus 
petite des quantiles a, a', a’, Les deux differences 


g — K 


h-k 
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seroiil posilives, et par suite les produits 


oil, en d’aiilres iermes, les deux differences 

j'g — rh, r/i — r/t 

seroMt de memfe signe. On aura done 

rh ~ M ( f‘gy rk ) 

et, a plus forte raison, 

rh ~ M(/r/, ra\ ra\ . . . )> 

attendu que rg, rk sorit necessairement deux des [iroduits 

ra, ra'y ra", .... 

TafiORfeME IX. — Sotent A, A', A'\ . . ., H plusteiirs nombres (jui satisf assent 
a la condition 

(11) H:3:M(A,A',A^ ...), 
et b line qiiantite quelconque. On aura 

(12) IF“M(A^ A'^ A''^ ...). 

Demonstration. — En effet, soient G et K le plus grand et le {)lus petit de^ 
nombres A, A^ A", Les differences 

G-H, II -K 

etant alors positives, on conclura du theorerne IV ([tie les suivantes 

G^^- IP, IP~K^^ 

sont de meme signe. On aura done 

^P:3:M(G^K'0 

I0t, a plus forte raison, 

H'^=:M(A^ A'^ A'^ ...). 

Corollaire. — Si Ton fail en particulier b — on trouvera 
V^ = M(\/A,v/A^, ...). 
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TufiORiJME X. — Designons par A iin nombre qiielconque, et soient b, b\ 
h\ . . h plusieurs quantiles assujetties a la condition 

(13) 

On aura 

(14) ,V^=:M(A^A^ A^; ...). 

Demonstration. — Designons par g la plus grande, el par k la plus petite 
fles quantiles b, b\ b% Les deux differences 

g — A, h — k 

elant alors positives, on conclura du ihdoreme V que les suivanles 

sonl de ineme signe. On aura done 

A^^=: M(A< A^*) = M( A'% A^ A^^", . . .)• 

THfionfe>iE XL — Soil L la caracteristique des logarithmes dans le systhne 
dont la base est A, et designons par B, B', B''', . . H plusieurs nombres assn- 
jettis d la condition 

(t5) H = M(B,B',B", ...). 

On aura^ quel que soit A, 

(16) LH=I:M(LB,LB^LB^ ...)• 

Dfimonstration. — En effet, supposons que Ton represente par G le plus 
grand, et par K le plus petit des nombres B, B', B^ .... Alors les deux 
fractions 

G H 
H’ K 


etant supdrieures a Tunite, les logarithmes 



L 


H 

K’ 


ou, en d’autres termes, les differences 

LG-LH, LH-LK 


seront de meme signe. On aura done 


LH=:M(LG, LK)=:M(LB, LB , LB", ...). 
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TiifeORfeME XII. — Soient b, 6', b\ . . . plusieurs guantites de mhne signe^ ei 

nombre /^, et a\ a" ^ des quanlites quelconques ert nombre egal a celu 

des premieres. On aura 


(«7) 




M 


a a a 


b' b'' b'^ 


Demonstration. — * Soil g la plus grande et k la plus petite des quanlites 


a 

V 


Les differences 





b'^ 


j 

a 

et 

a 

b 

1) ~~ 

a' 

et 

a' 

b' 

'P 

a" 

et 

a" 

1/ 


seront toutes positives. En mullipliant les deux premieres par b, les deu 
siiivanles par b\ etc., on obtiendra les produils 


gb- 

a 

et 

a — 

kb. 

gh<- 

a' 

et 

a' — 

kU, 

gb"- 

a" 

et 


kb\ 


qui seronl tous de meme signe, aussi bien que les quantiles b, b\ b’', P; 

suite, les sommes de ces deux especes de produils, savoir 

a -f- a^ — }— a^ •+• . . . — k {b H— b^ -f- b’ — f- . . . ) , 


et les quotients de ces sotnines par ^ b " savoir 

^ a -4~ a^ -4" a^^ — i— ... a a^ -i— n— ... ^ 

~ b-^b'-i- b"-h...' b^ b'~+- b"-h... “■ 

seront encore des quantiles de meme signe; d’ou Ton conclura 


:M{g,k)=:M 


a a' a' 

b' 1/^ W'" 


[voir dans les Preliminaires le th6oreme 1 et la formule (6)]. 
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Corollaire L ~ En supposant les quantiles b, b', ¥, . . . reduiles a I’unite, 
on trouve 


(. 8 ) 


a ^ a' , 
n 


M(a, a\ a", 




Le premier inembre de la formule precedente est ce qu’on appelle la moyenne 
arithmetique entre les quantiles a, o!^ a\ .... 

Corollaire IL — La moyenne enlre plusieurs quantiles egales se confondarit 

a o! a!^ 

avec chacune cUelles, si les fraclions deviennent egales, on 

aura 

^ ^ a -I- a' -4- -4- . . . a a! 

^/_j_ b " . . ~~ ~b~~ V ^ ’ 


ce qu’il esl d’ailleurs facile de prouver directement. 

Corollaire III. — Si Ton ddsigne par a, a% . . . de nouvelies quantiles 
qui soient toutes de m^rne signe, on aura, en vertu de I’equation (17), 


aa a’ a' a!' a” + . . 

- — m( 

^ aa 

a' a' 


ab a' b’ cl' ¥ . 


\^ab^ 

a! b'‘ 



= m( 

^a 

0! 

a" 



V' 

b"' 


Cette derniere formule suffit pour etablir le ihdoreme III des Preliminaires. 

TiifionfeME XIII. — Soient A, A', A", . . B, B', B", . . . deux suites de nom- 
hres pris d voloaU; et formons avec ces deux suites, que nous supposerons 
renfermer chacune iin nombre n de ternies, les racines 

?/A, Va', 

On aura 

( 2 , ) _ M ( v^A, ®vT, • • • ) • 

Dimonstration. — Les logarilhmes des quantit6s 


indiqu6s par la caract6rislique I sent respectivement 


;A+ iA'+ iA"+. 

+ . B ’ 

OEuvres de C. — S. II, t. III. 
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et requation (17) fournit entre ces logaritlimes la relation suivanle : 
/Ah-/A'h-/A" + ... ^ ^ 

V B ’ ’ B^' ’ ■ * V 

Si maintenant on repasse dcs logaritlimes aux aonibres, ce qui est permis ( 
vertn du tlieoreme X, on retrouvera la formule (21). 

Corollaire /. — En supposant les nombres B, B^ B^', . . . reduils a runil 
on a simplement 

( 52 ) yTK^K'’T7, rzz M ( A, A', A", . . . )• 

Le premier mernbre de la formule precedenle est ce qii’on appelle la nioyen 
geometrique entre les nombres A, A', k!' , .... 

Corollaire U, — Si toutes les racines 

iyi, Va% 

deviennent egales, leur moyenne se confondra avcc chacune (relies. On an 
done alors 

( 23 ) ^ ^ ^ ^ 

ce qu’il serait facile de prouver directement. 

La valeur numerique d’une moyenne entre phisienrs quantiles donn^ 
n’est pas toujours une moyenne entre leurs valours numeriques. Ainsi, { 
exemple, quoique — i soil une quantite moyenne entrc' — 2 et H- 3 , cepe 
dant runite n’est pas une valeur moyenne entre 2 ct 3 . Parmi les diven 
manieres d’obtenir une moyenne entre les valeurs numeriques de n qua 
tites 

a, a', a\ . . . , 


Tune des plus simples consisle a former d'abord la moyenne aritbnuMiq 
entre les carres 

a-, a'-, . . . , 


eta extraire ensuite la racine carree du resiiltal. En operant ainsi, on ire 
vera premieremenl 
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puis, en ayaot egard an corollaire du iheoreme IX, 


\la^ -h a'- . . . 

\J n 




Or les quantiles positives 


\la-^ ... 

representant pr^cisement les valeurs numeriques des quantiles donnees 

a, a\ a\ . . . , 

il suit de !a formule ( 24 ) qu’on obtiendra une moyenne entre ces valeurs, si 
I’on divise par \Jn Texpression Ires simple 

Cette expression, qui surpasse la plus grande des valeurs numeriques dont il 
s’agit, est cc qu’on pourrait appeler le module du systeme des quantiles a, 

a\ Le module du systeme de deux quantiles a et b ne serait a lors 

autre cdiose que le module meme de I’expression imaginaire i 

[voir le Chapitre VII, § 11). Quoi qu’il en soil, les expressions reelles de la 

I'oi'tne 

jouissent de proprietes tr6s remarquables. Dans la Geometrie, elles servent 
a determiner les longueurs mesurees en ligne droite, et les aires de surlaces 
l)lanes, par le moyen de leurs projeciions orthogonales. En Algebre, elles 
Iburnissent le sujet de plusieurs tli^oremes importants, parmi lesquels je me 
contenterai d’6noncer ceux qui suivent. 

TufiORtsME XIV. — Si les fractions 

a a' 

V V 

sont egales, la vale urn umerique de chacune d’ elles sera exprimee par le rap- 

/- . . -a — 


y/a* -t- a'^ + a*"" - 


en sorte qu’on aura 


V " b" 


\/a--h «'^ + a^ 


(25) 
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le signe on lesigne — de{?ant etre adopte suwant que les fractions propc 
sont positives ou negatives. 

Demonstration, — En effet, dans Fhypoihese admise, les fractions 

?-! ^ ^ 

seront egales, et Ton aura, en consequence, 

^ eff a"^ a- a’^ H- . . . 

If- ‘ 

En extrayaril les racines carrees, on retrouvera la formule ( 25 ). 

TnfiORtiME XV. — Soient a, a\ a!^ ^ ... des qiiantites qiielconques, en nomh 
Si ces quantitis ne sont pas toutes egales entre elles, la valeur numeriqu 
la somme 

a -4- . . 

sera inferieure au produit 
en sorte qii’on aura 

(26) val. num.(a -I- a^'-h. . .) <\//l . 

Demomtration, — En effet, si au carre de la somme 

a o! , 

on ajoute les carr6s des differences entre les quantites <2, a\ a'\ ... coi 
n6es deux ^ deux de toutes les manieres possibles, savoir 

(a — {a^—a'')\ ..., 

on trouvera 


(27) 


{a-ha'^a''-i-, .,y^{a--a^y--{- {a — . . .-h (a' -- 

= n ( a- 4- -1- H- . . . ) , 


et Ton en conclura 

{a-^ a' -h a"-^ , . .y< n{a‘^ a'^-h 


En extrayaiU les racines carrees positives des deux membres de celte der 
formule, on obtiendra precisetnent la formule (26). 
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Corollaire. — Si Ton divise par n les deux membres de la formule (26), on 
trouvera 


(28) 


• <2 -h -h a- -+- a'- a!' 

val. num. < -z: 

sjn 


Ainsi la valeur namerique de la moyenne arilhmetique entre plusieurs quan- 
tiles a, a\ o\ ... est inferieure au rapport 


\/a- -f- a’- a"- . 

- 7 ^^ ’ 

qui repr^sente, coinme on I’a reinarqu6 plus haul, une moyenne entre les va- 
leurs numdriques de ces memes quantiles. 

Scolle /. — Lorsque les quantiles <2, a^, a\ . . . deviennent egales, on a 
evidemment 

val. num.(<2 4- aM- . .) . . . = na, 

Scolle IL — Si dans I’^quation (27) on pose successivement ^1=2, /^=z: 3 , 
on en conclura 

/ {a-^a!Y-^{a — Yz=z 2 {a- -h 

( 29 ) } (a-h {a^— a" )’- == 3 -f- -H a"* ) , 


TufiORfeME XVI. — Solent a, a\ a, a', a\ . . . deux suites de quan~ 

tltes, et supposons que chacune de ces suites renferme an nombre n de termes, 
SI les rapports 

a a’ 
a a a 

ne sont pas tous egaux entre eux, la somme 

aa a' cd a^ ad' , . . 


sera inferieure au prodult 

en sorte qu’ on aura 

( val. num. (aa 4 - a'oc'-h — ) 

(3o) 

( <\/a^4- a' 24 - . . y/a24- a'‘^4- . . . 
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Demonstration. — - En effet, si au carre de la somoie 

a a a' a' a^' . . . 

KDii ajoute les aumerateurs des fractions qui representerU les carres des diHe- 
rences entre les rapports 

a a' a" 

7 ~f J Yf ^ 

a a a 

combines entre eux de toutes les manieres possibles, savoii* 

(ay/ — a'a)-, (aa" — a''ay\ (a' a'' — a"oc^yy 

on trouvera 

/ (aa ^ a' a' -\- a'' -h . . .)' 

) -h (aa' — a'y.y-\- (aoc " — (a' cc ’' — . . 

et Ton en conclura 


( a a + a' -f- a" a" ,y^<C (a^ A- -h a"- -h . . .) - h -h a"- I - . . . ) . 


En extrayant les racines carrees des deux rnemlires do cetle dornioro formulo, 
on oblienrlra precisement la formulc (3o). 


Corollaire. 

trouvera 




—■ Si Ton divise par/^ les deux inembros do la fonmile (3o), on 


, aa-\- a' a! a" a’' . . . 

val. mim. — 


\J a'‘ -1— a^ ^ "4~ H— , . . V^^"" “H ^ H”" “4“ • • • 

\^n \l n 



Ainsi la moyenne arithmetique entre les produits 


<7 a, a' a\ 


a une valeur num^rique inferieure au prodiiit de deux ra[>porls ([ui re[)reseii" 
tent des moyennes entre les valeurs numeriques des deux es|)cu".es de quan- 
tites comprises dans les deux suites 


a, a', a”, 

a, a', 


• • > 



NOTH 11. 


Sn./sr / l.itl'-tHH* i)*S r<l|)|>OtiS 

<t It (/' 

» , rt » • • ' 

A X 

ilinii'iiiiriil v^ihnx, *»ii Itrt* la furiutilt* (^ii) 

*•1, |i.*r Hiiiir, 

\ al. Hiiiri.Mi ^ - it* x' • ...) 

- *f ' ’ 1 . . \ !■ x'* ! .... 

If %rr.iil I.H’iti* irarri^i*! an larnu* rosiilial. 

//, %%| ifaiH la l**rtlHlh* ( aH (Ul |HHt» SIH’tM‘SSiV(MH(‘lll 

fi '.n ft J, 

III! rii I'liiiiiiira 

<^ 1 -^ ■ *1 i’ i m/k' If'/' - 5 ?)^ I 

I j a I ■ ' . \ 

I -. 1 '^ ■■ *1 ’ . irmx* ^ 


|,a |*r**iiM*’‘ii* *l«*v ri|iKiUtifH j»riM‘i*ifi*fit«‘H s’arcorth^ nvvc riMjiiation (H) (ht C!lia- 
fiilra Ml J jH‘ttt '^Vrriia* aiuHi c|u’il suit 

I ■■■ -a a ■ .1 j i'^ « t| -j" 'f it"’ x/ 

-M ' . ^ 

' a’ ■ ^ i x/ > 

ri ’«iii'- iiiriiii^ i*!l«* 1 * 1*111 i4ri* av<*(.* avaatag** clans la thc‘ot’i<‘ cl<‘s 

laiiiiix slia iaiiiiiitiri* r«iiiri*i»% irarnn’s siir clns sttrfarcs {|tH*l('nn(jiH‘s, aiiisi 

*jiir i|aii-^= |i|ii^ii*iir-H tli* Mi*riuiii|<li% 

\iiii% u^i'iiiiurrifun \*»N* fiiir la ii«‘iiiiHistralicHi 4*1111 llincMHUtH* ciigiic* ih* 
r*‘iii.ii 4 ii^|ii*‘l ■»iti HI* irnttvi* riiuiitiil i*n rcHiii'>araiif la mcnnmu* grainn- 
irii|iii' ruin* jiliiHiryi^ avi*** lf*cir nHcyiycric* arilhoH^icjiH*. V(»ic'i c*ii 

S|ll*-Ii ii : 


liiniisliii \\ it. /.fi ttutyrtuit^ ^t*ninetrit^tu^ rntn* fdtistetits t\tttHltrvs A» II, 
i:„ fi, rr» tt It^ttr //yn'#7iw*’ firittinuHitiite, 
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Demonslration. — Soil n le nombre des lellres A, B, C, D, .... 11 suffira 
de prouver qu’on a gen6ralement 

A-t-B+C + D-t-... 


(35) '(/ABCD... < 

ou, ce qui revient au m6me, 


(36) 


ABCD...< 


''A + B-i-C-f-D-t-...\« 


Or, en premier lieu, on aura dvidemment, pour n — 'i. 


el I’on en conclura, en prenant successivement n — (\, /^ = 8, . . enfin 


ABCD 


< 


A + BWCh-DX-^ /A-h B-f-C + I) 


ABCDEFGH < 


< 


A -f- B -h C -h D \ VE -t- F -f- G -+- H 


A -f- B H- C -I- 1) H- E 4- F H- G -H H 
8 


( 37 ) 


ABCD.. .< 


A 4- B 4- C -4 D 


En second lieu, si n n’est pas un terme de la progression geometrique 

^9 8, 1 6, . . . , 

on d^signera par 2 '^^ un terme de cetle progression sup^rieure \ n, et Ton 
fera 

^ A 4 -B 4 -C 4 -D 4 -... 

= ; 

puis, en revenant ^ la formule ( 37 ), et supposant dans le premier niembre 
de cetle formule les 2 "* — n derniers facteurs egaux a K, on trouvera 

ABCD. . ^ + • • • + 

ou, en d’aulres termes, 

ABCD.. 
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On aura done par suite 

ABCl) ■ ■ ■ < K" y, 

ce qu’il fallait demontrer. 

Corollaire. — On conclut g6n6ralement de la formule (36) 

(38) A H- B -H C -i-D -h. . v/aMdTTT, 

quel que soil le iionibre des lettres A, B, C, D, Ainsi, par exeinple, 

I A-i-B>i^v^AB, 

^^9) ; A-)-B + C>3iyABC, 
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NOTE ill. 


sun LA RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS. 


Resoiidre nameriquenient une ou plusieiirs equations, c’est trouver les 
vaieurs en nombres des inconnues qu'elles renfemient; cc qui exif»'o evi- 
demment que les constanles comprises dans les equaiioiis dont il s’agit 
soienl elles-memes reduites en nombres. Nous nous occuperons seulemerit 
ici des equations qui renferment une iriconnue, et nous eommencerons par 
eiablir, a leur egard, les iheor^mes suivants. 

TafiORfeME 1. — Soit f{x) une fonction reelle de la variable x, qui demeure 
continue fpar rapport d cette variable entre les limites .r ^ .r,,, x i : X. Si les 
deux qaantites /(^o)» /(N) sont de si g ties contraires, on poarra satis/a ire d 
V equation 

(I) f(x) — 0 

par une ou plusieurs vaieurs reelles de x comprises entre .ry et X . 

Demonstration, — Soit Xq la plus petite des deux quantites X. Faisons 

N — h, 

et desiguons par m un iiombre entier quelconque superieur a runite. Comrne 
des deux quantil6s /(a^o), /(X), Tune est positive, I’autre mf5gative, si Ton 
forme la suite 

et que, dans cette suite, on compare successivement le premier lerme avec 
le second, le second avec le troisieme, le troisieme avec le quatri^rne, etc., 
on finira necessairement par trouver une ou plusieurs fois deux termes con- 
secutifs qui seront de signes conlraires. Soient 


/(K') 



NOT!-; HI. 


(.‘l ines lie , (-.Ijuit la plus poliiu des deux valeurs c.orres- 

piMidantes tie , On aura evideunuent 

: \ v .X 

.■! 

' ••'■i . (\ ./VI. 

m HI 

Iv.iiit di'I.-riniu.' » , et \' eniniiie on vieiil de le dire, on pourra de meiue, 
.■lilt.* r.-s d.-iix noiivcllos valeurs d(‘ ./•, en [daeer deux aulres ,r.j, X"qui, suli- 
-liliiee- daiiN /» ./ •, .lonneni des resuUals ih' sij;ut‘s coulraires, el, qui soieni 

a Ii*h c*MrMliU(His 

■^V 


Kii riiiitmiiiuii mi abliaiHlra : i** ma^ Si*rii‘ de valeurs croissanles do .r 


'^*1' ‘^*j» 


till** do valiuir^ docruisHaiiteH 


\. \'. \ 


i|tiU ten |iroiiiituvH (le (juaiUi((Vs la^speotivcnueat egales aux pro- 

iliiil-H 


i",> t\ 


<\ .IV, .r, 


lliliriiiil par flifFert*r ile res pretnic'^ta^s valcMirs aussi [uui (pu^ Ton voudra. 
Ilfi tiriil rit rfirirliiia* «|ue I<»h termes |irFuHU‘anx des sc^udes (u) (U, (3 ) 
nuil %i*rH Itutile eiiirtmuue. Soil r/ eefte lituile. Idns(pH‘ la fonctioii /( e) 
riiiii.isiiie ilf*puis ..r .i-h justftra .r ' X, les t(U’iu{*s g(5n6rau\ des sc'u’ies 

./ i.e.. I. /l-l'l ). /Uf; ) 

JW). /(X"). ... 

«’«inver|{erni)t ejjaleiiH'n! vers la liiiiUe conuniine /(« ) ; el, e.omine en s’ap- 
prneiiiint de retie limile ils resteront loujoiirs di* sifjnes eonliaires, il csl elair 
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que la quantile f{a), necessairement fini'e, ne pourra diferer de zero. Par 
consequent on verifiera I’equation 

(i) f{x)—o, 

en attribuant a la variable x la valeur partictiliei'e a comprise entre et X. 
En d’autres termes, 

( 4 ) x — a 

sera une racine de I’equalion (r). ^ 

Scolie L — Si, apres avoir poussd les series ( 9 .) et (3) jusqu'anx terrnes 

et 

{n designant un nombre entier quelconque), on prend la demi-soniine d(‘ ces 
deux termes pour valeur approchde de la raciae a, I’errour coinrnise sera plus 
petite que leur demi-difference, savoir 

I X — /rp 

Oomme cette derniere expression decroit indefiniment a rnesure (jue n aug* 
mente, il en resulte que, en calculant un nombre suflisant d(rt(‘.nn(‘s d(‘s 
deux series, on finira par obtenir de la racine €z des valours aussi approebees 
que Ton voudra. 

Scohe IL — S’il existe entre les limites X plusieurs racin(‘s rtudb^s dc* 

1 equation (i), la methode precddente en fera connaitre une parti(\ (U, quel- 
quefois meme les fournira toutes. Alors on trouvera pour x^ et X', on bien 

pour et ... plusieurs syst^mes de valeiirs qui jouiront des rncMnes 
propri^tes. 

Scohe III. — Si la fonction f{x) est constammenl croissante ou conslarn- 
mrat d^croissante depuis jusqu’a il n’exislera enlrc ccs liinit(‘s 

qu’uae seule valeur de a; propre k verifier I’^quation (r). 

Coiollaiie I. Si 1 equation (i) n’a pas de racines reelles comprises entre 
es limites les deux quantitds 


seront de m6me signe. 


/(^«), /(X) 
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Corollaire II, — Si, dans Tenonce du theoreme I, on remplace la fonc- 
tion f{x) par 


{b designant une quantity constante), on obtiendra precisement le theo- 
r^me IV du Cliapitre II (§11). Dans la m^me hypothese, en siiivantla methode 
ci-dessus indiquee, on d6lerminera numeriquement les racines de Tequation 

(5) f{x)~b 

comprises enlre et X. 

Nota, — - Lorsque I’equation (i) a plusieurs racines comprises entre 
et X, en calculant les series ( 2 ) et (3), on n’est pas toujoiirs assure d’ob- 
tenir la plus petite ou la plus grande des racines dont il s’agit. Mais on peut 
arriver a ce but en suivant une autre methode dont M. Legendre a fait usage 
dans le SuppUment a la Theorie des nombres. Cette seconde methode se 
(leduit immediatement de§ deux thdoremes que je vais enoncer. 

TnfiORfeME II. — Supposons, comme dans le theoreme I, que la fonction fix) 
reste continue depiiis x:=:z x^ jitscjidd ^zz:X (X etant superieur d x^)^ et desi- 
gnons par X(‘^) deux fonctions auxiliaires, egalement continues dans 

V inter calle dont il s^agity mais de plus assujetlies : 1^ d croitre constamment 
acec X dans cet intercalle ; 2" d fournir pour la difference 


une expression variable qui, d’abord negatice lorsqilon attribue d x la 
valeur particuliere x^, demeure toujours egale {au signe pres) d f{x). Si 
I’ Equation 

(,) f{x)-o 

a une ou plusieurs racines reelles comprises entre et X, les valeurs de x 
representies par 

( 6 ) *^ 0 ? *^' 3 > • * *? 

et deduites les unes des autres par le moyen des for mules 

(7) 9(.ri) — 9 («:^2) 9 (*3:^3) X('^2)» 

compose ront une s 6 rie de quantites croissantes dont le ter me general confer- 
gera vers la plus petite de ces racines. Si, au contraire, Inequation (i) n’a 


382 


COURS B’ANALYSE. 
pas de racines reelles comprises entre -r Pf'V i , 

.finira par surpasser X. ° ^ oeneral de la serie (Q) 

«ne ou pl„.ie„rs rad„e',7eei°« IZp^ZTeZTe, liZT" 'V 

:7r::;ra:r:“ 

?M~X(a^) = o, 
en prenant op — a-et I’nn ni,..d « 

«, ei 1 on aui a en consequence 

(8) 

pv. Cl « surpassant Pon aura encore 
X(^)>X(^o). 

En combinant les deux derni^res formniAc Q,r,, i 

savoir ormules avec la premiere des equations ( 7 ), 


on en conclura 
et, par suite, 


X(^o)~(p(.T,), 

9(a) >tp(sc,) 


a>a-,. 


De m6me, en combinant les trois formulas 

?(«)=%(«), X(‘^)>x(a:,), x(^.):=9(^,), 

clont la seconde se ddduit immddiatement de la formule (p). on trouvera 


par suite, 


9 ( <2 ) >> Q ( ) 


inKr°e”7ri”‘rrcire Z'^ZZZeZTr 

-i.e de ,„anu.es croiasaa.,,, e,, eff.., 

' 9(ap)~x(x) 
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f 111 , i!Hi' ji;ti In jiiiiltt'Sf |iuiir <111 aura 

Vt ' . /( ./•„ i; 

VI C., VI C| !, 

*■ • 

lt.« )»!.iv, . . tmij.ris .r„ i-i aurunc nu'.ino nu'llo do rc^nalioti 

vt .r I ^ 

ill' ii..iaiM.i i.-iil.Tiui.i- ruin- l<.s limiios oi par r.oiiscMiuonl {vnir lo 

il'P’iH I, l•s,lrl4b'llrl* I = 

^ ^ v ^ X * ^ *^* ■ * V ^ t ^ X ^ 1 1 

<lr'i ill* sigtM*, louies deux negatives. On 

Vi- -.r, I - y > .r, 1 

»i, fiiir *1 iviuHi* ill* y: ,r^ i ye/v V 

V iJ^i) ■ y { ./y ), 

■ I » ^ .r, - : .r^; 

rU\ llofii' eiiliii li’^ 

‘r«, ... 

iiiriiii'riiril liiir ^rru* It* lenne general emissant constainnnnU. aviH‘ // 
jiiiiiat-H Hiir|ytH**er la raeine ennvergo.ra inu-u^ssairenunit V(u-’s 
nil** lifitiir* rgaii* i*ti It eette ratnnt*. Ninnutons / miio Ihnite. Cornme, 

r*ii iriin 4r% rii|iialiiiiiH * yh un a, tjtiel cine huiI n, 

yi-e,,, J ‘ X^ ‘^'«^» 

*111 r'li rmiiriiira, eii rrnitre « indtHiniinenl, <‘l juissattl aux litniles, 

I i ^ ys / i yj I }• 

Itj «|is*iiiiilr i liiiiii* elle-tiii'^tiie tine nieinci de I (‘(|iiaiinn (0; et, luiiscjue 
ri-iii/* *jii*itiiiir nt*rii fdiH grande qne ay, iHre suiterituirci a la racine on 

aiir.i 



/ a. 
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Admettons, en second lieu, que I’equation (i) n’ait pas do racinos rdolles 
comprises entre et X. On prouvera encore dans celte hypolhes.^ qu(' h‘ 
terme general de la serie (6) croit constamment. avec n, du inoius lanl 
que ce terme reste inferieur a X. En effel, tanl que cclle condition sera rein- 
plie, la difference 

sera (theoreme I, corollaire 1 ) de meme signe quo 

c’est-a-clire negative et, par suite, on etablira conime ci-dessus h's for- 

mules (ii), (12), De plus, ne pourra converger vers uih' liniile lixe / 

inferieure a X, puisque Texistence de cette limite cntrain(M‘ail (‘videinrnent 
I’equation (i3), et par suite Fexistence d'une racine reelle (‘oinprise 
et X. Done il faudra necessairement, dans Fhypothesc adnns(‘, (|u<‘ la vahun* 
de Xfi finisse par surpasser la limite X. 

Corollaire L — Les conditions auxquelles les fonctions anxiliair(‘s ol.rl, 
X(x) sont assujetties dans F^nonce du theorerno JI [)euvent etr(' rernplioH 
d’une inlinite de manieres. Mais, parmi le nombre infini des vabuirs (jue Fan 
pent atlribuer a la function il importe d’en clioisir nne^ qui j)erin(‘tte 

de resoudre facilement les equations (7), e’est-a-dire, (m general, tonte 
equation de la forme 

©(x) “ const. 

La vaieur de elant choisie, comme on vient de le dircs on ealrtilera 
sans peine les differents termes de la serie (G), et il sulTira do (•hcu’chen* la 
limite vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus [)etile des I'aeines de 
Fequation (i) comprises entre xq et X. Si ces mebnes termes linissent par 
surpasser X, Fequation (i) n’aura pas de racine reelle dans Finlervalle de .r,, 
^X. 

Corollaire IL -- Si Fon prend 

^o—o, 

et si, de plus, 1 equation (i) adrnet des racines positives, les ([uantilds .r,, 
... seront toutes inferieures h. la plus petite racine de cetie es|)ece, et en 
fournironl des valeurs de plus en plus approcln^es. 

TafiORfeME 111. — Siipposonsy comme dans le theoreme /, que la Jonction /{x) 
demeure continue depuis x = x, jusqu’d ^ = X (X etant saperieur <\ I,), et 
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lies Lg no ns par 9(^), x(^) deux f one tio ns auxiliaires egalement continues 
dans I inter ealle dont il s'agit, mais de plus assujetties .* a croitre constam- 
ment a^^ec x dans cet inlermlle; 2° d fournir pour la difference 

line expression variable qui dei>ienne positive lorsqidon attribue d x la valeur 
parUcidiere X, et demeure toujours egale, au signe pres, d f{x). Si Vegua- 
lion 

(0 /(^)~o 

a line oii plusieurs racines reelles comprises entre Xq et X, les valeiirs de x 
re presentees par 

(IH) X, X', X^ X'", ... 

et dediiites les lines des autres par le moyen des for mules 

(16) (p(X')rz:x(X), 9(X'') = X(X^), ••• 

coniposeront une serie de quantites decroissantes dont le terme general con- 
verger a vers la plus grande de ces racines. Si au contraire V equation (i) n'a 
pas de racines rdelles comprises entre x^ et X, le terme general de la serie ( 1 5 ) 
Jinira par s’abaisser au-des$ous de Xq. 

La d6iiionstralion de ce troisi^me ibeoreme est lellement semblable a 
celle du second que, pour abreger, nous nous dispenserons de la rapporler 
ici. 

Corollaire I. — Parini le nombre infini de valeurs qu’on peul altribuer a 
la fonclion o{x) de maniere a remplir les conditions exig^es, il importe d’en 
clioisir line qui permelte de r^soudre facilement les equations (16), e’est- 
a-dire, en general, toute equation de la forme 

cp(x) =: const. 

La valeur de (p{x) elant choisie comme on vient de le dire, on calculera sans 
peine les differenls termes de la sdrie (i 5 ), et il suflira de chercher la limite 
vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus grande des racines de Tequa- 
lion (i) comprises entre :ro etX. Si ces memes termes finissent par s’abaisser 
au-(lessous de I’dqualion (i) n’aura pas de racine reelle dans I’intervalle 

de Xq a X. 

OEavres de C. — S, U, t. 111. 
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Coroliaire IL — Si, I’equation (i) ayant des racines positives, X surpasses 
!a i)lus grande racine cle cette espece, les quanlites X^ X'^ ... resl(M*ont 
tomes superieures a cette meine racine et en fourniront des valeiu’s de plus 
en plus approcliees- 

Scolle L — Si Tequation (i) n’a qu’une seule racine readle a eainprise 
entre^o lermes generaux des series (6) et (/a), dont la [»renuere 

cst croissante el la seconde decroissante, convergeront vers nrn^ liinite com- 
inline egale a cette racine. Alors, si Ton prolonge ces series jnsqiranx t(M*mes 

et 

puis que Ton prenne la demi-somme de ces deux lerrncs pour valcuir ajipru- 
chee de la racine I’erreur commise sera plus petite que 

% 


Scolie II. — Pour montrer une application des principes que nous vcumiis 
d’etablir, considerons en particulier Tequation 

(17) - A,„ o, 

m designant un nombre ciuier cjuelconquc, eL 

Al, A2> ' • A/;^ 

des quantiles positives ou riuJIes. Comme ie premier membre de eeUe etjua- 
tion est negatif pour a- =o et posilif pour de tres graiides valeiirs dc ./•, il on 
resulte qu’elle a au inoins une racine positive et llnie. Dc plus, <;ott<‘ rndtiu' 
equation, ne differant pas de la suivanie 



dont le second membre reste invariable, landis qne le premier deerolt e.ui- 
siamment pour des valeurs positives et croissantes dc ,r, u’admettra evidem- 

ment qu’une seule racine reelle et positive. Soient a cette racine et A lt‘ pitis 
grand des nombres 

A,, A,, A,„_|, A„,; 

enfm, designons it I’ordinaire une moyenne entre ces nombres par la nota- 

tlOIl * 

M(Ai, A2, , . A,;,_i, A„i). 



Non-; m. 

(>.. I.M.I .1.- ,,:i. ,.ti laisiitu 

'ill- i|r^ i*-f 
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puis nymii egard a la for- 




* ’ * ' ^ t * ' V m 

- »l“ 

• > . _ 

^ " '01(A„ A, Am., .Am) 

t# 


V \ ^ V ' 

• » O ' W ' * V 



a i 

i’l, p,il 


. - ■ t 


## 1 

V ‘ V, 

. 1 H - 

#1 ■ 

V r. 

1**11'’ liirlif 1,! 


dt* Tequalicm ((;) sera comprise enlr(‘ l(‘s 

lilillh-H ** rt 1 . 1 

. #iilire cole 

• fuimme, t*n tb'csi^^naril par 




I.- . t !»• jfiMiii! di-H {iTiHfH rfiilVi’iiii’m dans la polviiAina 

‘ , A,««« * . . A„,.,n I A,„. 

«'i |».ir i> tn li* mimhrf ila i-i'M's iftii dilTiMTnl da on unra (''vidainiiKnit 

#1*'^ ^ f$ A 

; /I 

1*1^ %i|ilr,, 

I 

« {/I A,)', 

I 

ti ^ \ft\gf, 

if r%! rimr #|iir ii nmm^ rumprisi* 1«* plus p-eiil ui le plin i^n’aiul 

i|r% fn#t|||irr’% 

I t J. 

miA|I% C,wA|)S .*•» (nk„tY'*. 

Iliiliii* |i*iiw|iii% »*ii ii^iiii ilii I {(uircdliuru I), lu premier uiembta^ do 

iieiiillif ilepilb ^ jiiKtiirfi a* -..a, el jjositif depuis 
r t# |i|si|ii'4 -r jp* il 1*11 r«^ittie qii'cm pourra eliuisir encore [miir limiic 
iiifi*ririire ilr Ij r^iniit* «# te ptiH gTiitid cles tioiuhres entitu’s cpii rendent nega- 

till* iV*%prr^»»i*tfi 

j **» 


I 


A , « "' ' A , .r '" ’ 


Am I Am» 
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et pour limiLe superieure 
mainlenant 


le plus petit de ceiix qui la rendonl positive. Soien! 

OO q f X 


les deux limites inferieure et superieure calculdes d’a[)rc>s rune (lc‘s regies 
que nous venons d’indiquer. Si Ton fait, en outre, 


(21) ^ -1- Ao ^ -h . . . " h A///^. 1 .e 1 


les theoreines II et III seront applicables a requatioii (17); t'l (‘.onuue, dans 
cette hypothese, chacune des Equations (7) ou (16) so trouvora rdduii<» a la 
forme 

const., 


il deviendra facile de calculer les quantiles comprises dans I(‘s d(‘ux soric^s 
X, X^ X'% 

‘Tj, ^2, • • •» 

dont les termes g6neraux seront les valeurs approclieos on [)ltis (d (‘u nioitis 
de la racine a. 

Scolie III. — - Considerons encore Tequation 
( 22) .T"< + -H . . . H- A„,_, — A,„ o, 

m designant toujours un nombre entier, el 

■^1) • ' - j ^m~\t kfn 

des quantiles positives ou iiulles, dont la plus grande soil egale a A. Hii pro- 

I 

nant - pour inconnue, on pourra presenter cette equation sous la forme sui- 
vanie 



qui estpareille a celle de I’^quation (17). On en conclura que re(iuation (211) 
admet une seule racine positive inferieure au quotient 


( 24 ) 


r 


A 



? 
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et que celte racine est comprise, non seulenienl enlre la plus petite et la plus 
grande cles quantiles 


(?. 5 ) 


Afn 
A,n — I 




1 



n ~^m representant le nombre des termes variables renfermes dans le pre- 
mier membre de I’^quation (22), mais aussi entre le plus grand des nombres 
entiers qui rendent negative Texpression 

( -H Aj -h A, -h . . . H- A ^ — A,;,, 


et le plus petit de ceux qui la rendent positive. Apres avoir fixe, d’apres ces 
rcmarques, deux lirnites en plus et en moins de la racine en question, il 
suffira, pour en approcher davantage, dappliquer les theoremes II et III a 

r^qualion (28), en y regardant ^ comme Tinconnue qu’il s’agit de deter- 
miner. 

ScoUe IV. — Si r^qiiation (i) avail deux racines reelles comprises entre 
et X, mais extremement rappr.och6es Tune de I’autre, les termes generaux 
des series (6) et (i 5 ) paraitraienl au premier abord converger vers la meme 
limite, et Ton pourrait prolonger longtemps les deux series avant de s’aperce- 
voir de la difr6rence entrb les lirnites vers lesquelles ils convergent effeclive- 
ment. .La meme remarque est applicable aux series (2) et ( 3 ). Par conse- 
quent les m6tliodes de r6solution fondees uniquement sur le theoreme I ou 
hieri sur les thdor^me^ II et III ne sont pas propres a faire connaitre, dans 
tons les cas, le nombre des racines reelles d’une equation numerique: mais 
elles fourniront toujours des valeurs aussi approchees que Ton voudra de 
toute racine r6elle qui se irouvera seule comprise entre deux lirnites don- 
n6es. 

Dans le cas particulier ou I’^quation num6rique que Ton considere a pour 
premier membre une fonction r6elle et entiere de la variable x, on pent 
tout <\ la fois, ainsi que M. Lagrange La fait voir, determiner le nombre des 
racines reelles et calculer leurs valeurs approchees. Pour aiteindre facile- 
ment ce but, il convient de r6duire d’abord F^quation proposee a n’avoir que 
des racines in^gales, en operant comme il suit. 

Soil 

(27) F(^*) — 

r6quation donnee. D6signons par a, 6, c, . . . ses diverses racines reelles ou 
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ima-^inaires, et par m le degre de son premier mcml,rc, dans leqiud nous 
supposerons le coefficient de la pins haute puissance de a; reduit a 1 uuit6. 
Enfin, soient m' le noinbre des racines dgales a m" le uomhre des rac.nes 
e'^ales a b, m’ le nombre des racines egales a c, On aura 


(28) 


- m 


et 

(29) 


F(a;) = (ir — (.r - c 

# 


On en conclura, en designant par = une nouvellc variable, 


(3o) 


F (*2? ^ ) 

■~fT^ 



Si mainlenant on fait 

(3i) F(^~h 3 ) =F(^) -H 3 Fi(.r) -r 3^ "-h. . 

et que Ton cleveloppe les expressions 



suivant les puissances ascendantes cle 3, requation (3o) deviendra 


F,(.'r) ^ F2(^) 

^ F(.r) 



puis, en egalant de part el d’aulre les coefficienls dc la i)renu(M’e pirLSsarice 
de 3, on trouvera 


(FiW 


■ 


m 


F (x) X — a ' X — b X — c 

_ m\x — b) {x — c). . m"{ x <7 ) (.r -- r) . . . - a ) (,r - » . . ♦ 


{x — a) [x b ) { X 


Comme la formule precedente a pour dernier rneinbre une fraction alge- 
brique evideraraent irr6ductible, il en resulte (lu’il sufOt de diviser le pre- 
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m 

liiii-'i iin-iiilin* !• I ri lit* par lo plus p’aad couimun divlsour 

ill*, linn Fij-u F{i.ri ptmr nmuMirr nulu (‘qualion a la suivanK^ 

' ' ^ ^ i r - - - h){.r e*). .. o, 

*|tii u‘d plus i|iii« i|i»^ rarifirs iin*|»:ult‘s« 

\iim III* liiiin iirri'uuruiiH pm h fairu voir couiuunil ini pourrail deduire dos 
jiriiii-ifitn i^tialtons dimt los rariuos, todies itj6^'ales cuiin* 

idlrM, ri|iHv.ili*iilos, laiilot aux raciuos siuiplos, tanUM aux raciiies 

liiiiiliirH, laiiiAi ati\ rafiiios Inplos, iUc\ do la priqMisoo. Nous ajouterotis seu- 
ir-i qiirli|iii*H riuiianiiios rolalivos au ras ou Too suppose imuuMliaU*- 
liiriii UhHvh do rtopuuiou ( V71 inrgalos entnndles. (Ihacuu dos 

loiioliii-H m , 0i$ \ tn", . , HI* rioliiisaul alors a Funiio* on tiro la formulo (3^4) 

^ U’ Fjin ir h\i.r ri,,. ^ i.v r). . . f (.^• u) (j‘ -A)... I 

r-i* fuir silllo, 

F||0| iH ti) {ff ■ ■ 0 ) . . 

I El I i i/f ( /# ■ o ) . , . * 

n I * 

I F| Cr I u* ■ a}(i* //I . . 

m m |i 

f 'Iti I F, I fl I F| h I F, N* I , , , 4 I ) * ^ i u ■ - 0 )’® , . . ( h — 0 )^ . . . . 

iliiliH Flujiiiiliino iidiiii.^ts lo protluit dos oarros dos dUloronoos enln* 
i»*% i*iriiios do Fio|iialioii (*17) tiorit ointlvalont, ahslraciiou faito da siguo, au 

|0'odiiii 

F|<ii j Ft(^} FiCoj. . 

ri |i*ir ri,riiM>i|iii*fii iiu f.tori$i«u* tormo do Focpialiou ou 5 qtto fouruil rcdiuiina™ 

lioii ill* ,r oiilro li*% dotix «*ljvniiloi^ 

« i - 1 Fi 4 i o» 3 ^ • F|M’) : t*; 

ill* sijiio i|iif% oil ii|i|ioiata II la viilotir uuiuoriquc^ do 00 d(*rni(vr on 

mint 

, ;! {a di#i 0 d. . . f A o II* 

ltiiii% la tiii'uiio lii'jiutfii^^o* Io?i viiloiirs do doiuuM*s par l(.'^ 

f»iriiiiilo-i I .i:i| ft riaiil jitiitiiH iitillos, si run iIosikuo par a uno raciuo rdolU* (lt‘ 
I'riltiiiliiiii I ’^7 ||, if siirflnt iriiUHlinor au nuuibro x dos valours tre'^s [)oliU*s pour 
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F ( a -{- a ) — a Fi ( <2 ) -h Fa ( ^3! ) “1“ . . . , 

F(« — a) a¥i(a) -i- Fa (a) — . . . 


soient cle signes contraires. De plus, si Ton represenlc par :i\)y X deux limites 
inferieure et superieure entre lesquelles la seule racine reeile a se trouva 
comprise, en vert if* du theoreme I (corollairc I), F(X) sera de ruiMitie signe 
que F(iz-{-a), F(^o) meme signe que F{a — a), el [)ar suite les deux 
quanlites 

F(^o), F(X) * 

seront de signes contraires. 

Lorsque Tequation (27) n’a pas de racines egales, uu (lu’elle a eld ddluir- 
rassee de cedes qu’elle pouvait avoir, il devietil facile de determiner pour 
cette equation, non seulement deux limiles entre lesquelles loutes racines 
reelles se trouvent renfermees, inais encore Line suite de quantiles qui, tndsas 
deux k deux, servent de limites respectives aux diflerentos I’aciues de eeUe 
espece, et enfin les valeurs aussi approchees que Ton voudra d(‘ c<‘s indtnes 
racines. C’est ce que nous allons etablir, en resolvant Tun apres Taulre las 
trois problemes suivanls. 

PaoBLfeME 1. — Determiner deux limites entre lesquelles totdes les racine:^ 
reelles de V equation 

F(cr)r:::o 


se trouvent renfermees. 

Solution. F(a;) etant par hypothese un polynbme reel, du degre rn par 
rapport a x^ et dans lequel la plus haute puissance de x a pour cocfticieiil 

Tunite, si Ton designe les coefficients successifs des puissances iafeneures 
par 

et les valeurs numdriques de ces mfimes coelficieiUs par 

Aj, A), A„,, 

on aura identiquement 


(%) 


j F(^) rz: 

I — 


A,^'r-2±. . .± A,„_,;rrh A,„. 
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Soil maintenanl k un nombre superieur a la racine positive unique dePequa- 
lion (17) (theor^nie III, scolie II). Le polynome (20) sera positif toutes les 
tois qu’on siipposera Par suite, il suffira d’attribuer a ^ une valeur nu- 
m^iique plus grande que le nombre k, pour que la somme des valeurs nuine- 
riques des terrnes 


devienne inferieure h la valeur num^rique de II en resulte que le premier 
membre de I’equation (27) ne pourra jamais s’evanouir, tant que la valeur de 
X sera situoe hors des limites 

~k, 

Done toutes les racines positives ou negatives de Tequation (27) seront com- 
prises entre ces monies limites. 

Scolie /. — Le nombre k etanl assujetti a la seule condition de surpasser 
la racine positive de I’equalion (17), on peutle supposer egal soil a la plus 
grande des expressions (19), soil au plus petit des nbmbres entiers qui, sub- 
stiUi6s a la place de x dans le polynbme (20), donnent un resultat positif. 

Scolie If, — On peut ais6ment s’assurer que le nombre determine 
comme on vient de le dire, est superieur, non seulement aux valeurs nume- 
riques des racines r^elles de Tequation (27), mais encore aux modules de 
toutes les racines imaginaires. En effet, soil . 

x~r{cQSt-\-\J— i sin^) 

une semblable racine. On aura en meme temps les deux equations reelles 


(4o) 

(40 


cos mt ±1 A 1 cos {m — i ) ^ 

zh cos(m — 2)t ±. . .± A,n-ircos^dz A„i=:;o, 

sin mt ±: Ai sin ( m — i ) ^ 

± A2r'"-" sin(/n — 2)^ ±. . .± A;,i_ir sin^ =0; 


el, en ajoulant la premiere Equation multipliee par c.osmt a la seconde mul- 
tiplide par sinm^, on en conclura 


( 42 ) 


I Ai/*"'“^ cos^ 

I ±: A2 r'” cos 2 ^ ± . . . ± A,n_i r cos ( m — r ) ^ ± k,n cos mt — o. 


Or il est clair qu’on ne saurait satisfaire a cette derniere equation en suppo 
OEmres de C. — S. II, t. III. 
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sant r > k, puisque dans cette hypoth^se la valeur nunKSi'iqiic dc r"< surpasso 
la somme des valeurs numeriques des termes 

As A,,,, 

et a plus forte raison la somme des valeurs numeriques quo ccs mfimes termes 
acquierent lorsqu’on les multiplie par des cosinus. 

Scolie III, — Eu comparant avec le polynome (26) les i)remiers membres 
des equations (27) et ( 4 o), on prouverait facilenient quo, si Ton designe par 
g un nombre inferieur a la racine positive unique de [’equation (ee)* 
une limite inferieure, non seulement aux valours numeriques (In toutes les 
racines reelles de I’equation (27), mais encore aux modules de (outers les 
racines imaginaires. C’est ce qui arrivera, par exemple, si Ton proud [xuir g’ 
la plus petite des expressions (20), ou le plus grand des noinl)res (uilitu's (lui, 
substitues a la place de a: dans le polynome (26), donnent un residtat udgallf. 
Le nombre g etant determine comme on vient de le dire, toutes les racines 
positives de T^quation (27) se trouveront comprises outre l(‘.s limites 

et les racines negatives de la meme equation entre les limites 

- ““ A*- 

Scolie IV, — Lorsqu’on se propose seulement d’oblenir une lirnilo! info- 
rieure a la plus petite des racines positives ou superieure h la plus grandcs on 
peut quelquefois y parvenir en s’appuyant sur le corollairc du thcorerne WII 
(Note precedente). Supposons, en elYet, quo tons les termes du poIyn6mo 
F(j?), a Texception d’un seul, soient de meme signe. L’dquation (27) prendra 
la forme suivante : 


( 43 ) 


( Ai - 4 - . . . 

\ -h H- . . . -f. A,„„1 ^ A.,;, = A, .r 


Soit mainienant n le nombre des termes qui dans le premier nuimbn^ do 
I’equation ( 43 ) ne se r6duisent pas a 2ero, et 




la moyenne geometrique entre ces termes, B cl(5signant la moyenno geoim*- 
trique entre leurs coeflicients. En vertu du corollairc du theorcuio XVII 
(Note II), toute valeur reelle et positive de propre h verifier I’equation pro- 
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l)osec, ou, ce qui revient au meme, a lui servir de 
ronient a la condition 


39S 

racine, satisfera necessai- 




ct, pai consequent, & Tune des deux suivantes 


(44) 


(45) 


1 



1 



savoir, a la premiere, si m~.<t surpasse /x, et a la seconde, dans le cas con- 
traicc. II est bon d’observer que, si le nombre ^ s’evanouit, A. se reduira au 
coefficient de a?™, c’est-i-dire h I’unite. 


Scolte V. II est encore facile d’obtenir deux limites, Tune inferieure, 
I’aulre supdrieure aux racines positives de I’dquation ( 27 ), par la methode 
que jc vais indiquer. On observera d’abord que toute equation dont le pre- 
mier mernbre n olfre qu’une variation de signe, c’est-k-dire toute equation 
qui se prdsente sous la forme 


Aoia'«-i- Aiar'^-'H-. . . — A„a?"‘-'* — A„+,a3'“-'‘-’— . . o 
OU sous la suivanle 


— Ao — A, a 3 «-‘ A«a;'«-« - 1 - A«+, -f- . . . = o, 

A(j, Aj, • . A/i, An4.i, . . , d^signant des nombres quelconques, n’admet 
qu’une racine positive, 6 videmment egale a la seule valeur positive de .r 
pour laquelle la fraction 




An ■+■ An 


qui crott sans cesse depuis ^=o jusqu’k ^ = 00 , puisse se reduire a Tunite. 
Par consequent le premier membre d’une semblable equation aura le meme 
signe que ses premiers ou ses derniers termes, suivant que la valeur de a: 
sera superieure h la racine dont il s’agit, ou comprise enlre zero et cette 
m^me racine. Cela pose, concevons que, dans le polynbme ( 89 ), — A^^^ soil 
le premier terme ndgatif apres -\-An^^ le premier terme positif apres 
A^^% ^ AvX^ le premier terme negatif apres A^,x^y + A^^w le premier 
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terme positif apres en sorte que Teqaation (27) devieniie 


x"‘~' -f- . . . 



— A, — As+i a:"'--'-! — . , 

. . -t- A„ 4- A„+j -+• . . 


— Ac+iX"'-*'-' — . 

. . + A„, -f- A^+i 4- . , 

. .± A,„= 0 


On conclui'a des remarques precedentes, que toute valeur positive de x propre 
a verifier I’equation (27) doit ^Ire : inferieure a la plus grande des racines 
positives des Equations 

-4- -f- . . . — 


2® superieure k la plus petite de ces memes racines, lorsque Am est precede 
du signe — , et, dans le cas contraire, k la plus petite des racines positives 
des equations de la forme 

— AsX'^^-'^— A,4 -i . 4 - A„ 4- A,,h-i -h . . . zz: 0, 

— A^X'^^-^ — Ap4-1 — ... 4- A, V 4- A^,,+i o, 


Quelquefois les deux conditions qu'on vient d’enoncer s’excluent mutuelle- 
ment, et alors on pent affirmer que requation (27) n'a pas de racines posi- 
tives. 

PftOBLfeME II. — Trouver le nomhre des racines reelles de requation (27), 
avec line suite de quantiles qaij prises deux d deux, sen^ent de limites d 
ces memes racines. 

Solution. — Nous supposerons Tequatiori (27) reduite a n’avoir que des 
racines inegales. Alors, si Ton designe par k {voirle probleme precddenl) une 
limite sup6rieure aux valeurs num^riques de toutes les racines reelles, par h 
un nombre moindre que la plus petite difference entre ces racines, enfin par 
/ci, . . ., ka d’aulresnombres tellement choisis que, dans la suite 

(4fi) k^ /cj, k^, • • •, kfi, o, kfij • • *5 k^j A*i, A, 

la difference entre un terme et celui qui le precede soit toujours une quantite 
positive egale on inferieure a h, li est clair que deux termes consdcutifs de la 
suite (46) ne comprendront jamais entre eux plus d’une racine reelle. D’ail- 
leurs, lorsqu’on substitue a la place de x dans le polyndme F(^) deux quan- 
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lites entre lesquelles une seule racine reelle au plus se trouve renfermee, les 
resuUats obtenus sont cle m^me signe ou de sigues contraires; pourparler 
autrement, la comparaison de ces deux resultats offre une permanence de 
signe, ou une variation de signe, suivant qu’il n’existe pas de racine reelle, 
ou c[u il en existe une entre les deux quantiles dont il s’agit. Par consequent, 
si 1 on prend les termes de la suite (46) pour des valeurs successives de la 
variable et que Ton forme la suite des valeurs correspondanies du poJy- 
n6me F(^), cetle nouvelle suite offrira precisement aulant de variations de 
signe que 1 equation (27) a de racines reelles, et chacune de ces racines sera 
comprise entre deux valeurs consecutives de x qui, substitutes dans F(a:), 
donnent des resultats de signes contraires. Ainsi toute la difficulte consiste a 
trouver pour le nombre h une valeur convenable. On y parvient de la ma- 
niere suivanle. 

Designons par H la valeur numerique dii dernier terme de Fequation en 

que fournit rtlimination de x entre les formules (87). Le nombre H, ainsi 

qu’on I’a deja remarqut, sera Equivalent (abstraction faite du signe) au pro- 

duit des carres des differences entre les racines reelles ou imaginaires de 

1 . 

I’cquation (27). Par suite sera equivalent au produit des modules de ces 
dilftrences (le module de chaque difference rtelle n’etant autre chose que sa 
valeur numtrique). Cela post, soient a, b deux racines distinctes de Ttqua- 
tion (27). Si ces deux racines sont rtelles, chacune d’elles ayant alors une va- 
leur numerique inftrieure k A*, la valeur numerique de leur difftrence, c’est- 
k-dire la difftrence ou la somme de leurs valeurs numtriques, ne surpassera 
jamais 2 A:. Si, au contraire, chacune de ces racines ou Tune d’elles seulement 
devient imaginaire, on pourra, en designant par Tj, Tj leurs modules, et par 
Zi, deux arcs rtels, supposer 

az=:ri(cos^i-l-v/^ sin^i), 

^2(003^2-4- v^— I sin^s), 

et Toil on deduira 

a — b =: 7 \ cos — /'s cos ^2 “1- ( sin sin Uj) 1 , 

X 

mod. (a — />) = [( /‘i cosii — r2COSis)'+ ('’i sinij)*]- 

1. i 

[rj — 2/-! Tg cos(^i — ti) -h rlY < (rj -+- 2j\ j\_ 7’|)-. 

On aura done 


el, par suite. 


mod. (a — 6) < Ti-f- 7*2, 


398 


COUIIS D’ANALYSE. 

pourvu que \e nombre k ait ete choisi, comme dans le premier probleme, 
de inaniere a surpasser, non seulement les valeurs numcriqucs do loutes les 
racines reelles, mais encore les modules de toutes les racines iinaginaires. 
On prouvera de meme que chacune des differences 

a — c, . . . , b — c, ... 

a pour module un nombre inferieur ci 2/r, el 1 on en conclura que, si, apres 

. , - , ^ ~~~ * ) 

avoir forme tous les modules de celte espece cn nombre egal a — > 

on met de c6te I’un d’enlre eux, par excmple le module, de la difference 
a — 6, le produit de tous les autres sera un nombre inferieur <'i [’expression 

?n{m — 1 ) ^ 

(2/0~^“ . 

Done, si Ton multiplie cette expression par le module de la dilTercmce a — h, 
on trouvera un resultat plus grand que le produil des modules (U) toutes les 
differences, e’est-a-dire un resultat plus grand que IP. En d’autres terrnes, 
on aura 

(2^-) 2 X mod. (a — > ir^ 


ou, ce qui revient au meme, 

(48) mod.(a— Z?)> 


IP 


;n ( 7// — 1 ) , 


Lorsque les racines a el b sont reelles, le module do la dilTerence a — b m 
recluit a sa valeur num6rique. Par consequent on obliendra un nomI)re h iii- 
ferieur a la plus petite difference entre les racines rdelles de recjuation (27 ), 
si Ton pose 

i 

(^ 9 ) ■■ • 

{ 2 k) ^ ’ 

Scolie L — II serait facile de prouver que, si chacun des nomlrres 
A2, ..., km (probleme I) est enlier, le nombre H le sera egalemeut. Par 
suite, dans cette hypothese, le nombre H, qui ne peut s’evanouir tant les 
racines del equation (27) restent inegales enlre dies, aura une valeur 6gale 
ou superieure a I’unite. Cela pose, la formule (48) donnera 


( 5 o) 


mod. {a—b)'> 


{ 2 k) 


in ( m — 1 ) 


% 
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et l*on en conclura que, pour obienir im nonlbre A inferieur a la plus petite 
difference enlre les racines, il suffit tie prendre 


(2/c) 

Scolie IL — Soil 

(02) Zrro 

Tequalion en que fournit relimination de x entre les fortnules (37). Si, 
par la melhode ci-dessus indiquee (probleme I, scolie III), on determine 
line limite G inferieure aux modules de toutes les racines reelles ou iinagi- 
naires de Tequation (52), on aura, en designant toujours par by c, ... les 
racines de Tequation (27), 

mod.Fi(a)>G, 

ou, ce qui revient au meme [voir les equations (35)], 


On en conclura 

et, par suite, 
(53) 


mod. (a — b) (a — c) . . .> Gi 
G 


mod. (a — 6) > 


mod. (a — cJ) . , 


mod. (a — 6) > 


G 




puisque les differences 


a~ by Cy 


qui renferment la racine a combinee successivement avec toutes les aulres, 
sont au nombre de m — i, ou, si Ton met de c6t6 la difference a — by au 
nombre de — 2. Cela pose, il est clair que le nombre h satisfera encore 
aux conditions requises, si Ton prend 


(54) 



Scolie III. — Apr^s avoir d6termin^ h par Tune ties methodes precedeiiles, 
on pourra choisir pour la suite des nombres 


Aj , k<^y . . . , kyi 

une progression arithmetique ddcroissante dont la difference soit egale ou 
inferieure a A, en se bornant toutefois aux termes de cette progression qui 
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restent compris entre les limites o, k. .De plus, si Ton designe par g {voir le 
probleme I, scolie III) une limite inferieure aux valeurs numeriques de 
loutes les racines reelles de Tequalion (27), on pourra evidemment datis la 
suite (4^) supprimer tons les termes positifs on negalifs dont les valeurs 
numeriques sent plus petites que g, en ecrivant a la place les deux seuls 
termes 

cr O' 


La suite (46) etant modifiee comme on vient de le dire, on siibstiluera suc- 
cessivement dans le polynome F(.'r) : i® les termes negalifs de cette suite 
depuis —k jusqu’a — 2^ les termes positifs depuis -t-^jusqu’a -h k; et, 
toutes les fois que deux termes consecutifs de la premiere ou de la seconde 
esp^ce fourniront des resultats de signes contraires, on sera certain qu’une 
racine reelle, negative dans le premier cas, positive dans le second, est ren- 
ferm6e entre ces deux termes. 

Scolie IV, — Lorsque, par un moyen quelconque, on a determine, pour 
I’equation (27), une valeur approch^e en plus ou en moins de la racine 
reelle a, on peut dans un grand nombre de cas obtenir de la m^me racine 
une valeur approcbee en sens contraire, et fixer deux limites, fune plus 
grande que les racines r6elles inferieures k a, fautre plus petite que les 
racines reelles superieures, en s’appuyant sur la proposition que je vais 
enoneer. 


Representons a V ordinaire par 


FjCa;), ... 

les coefficients des premiere, deaxieme, troisieme, . . . puissances de z dans le 
dds^eloppement de F{x-\-z); par a, b, c, ... les dwerses racines de Vequa-- 
tion (27), et par k un nombre superieur d lears modules. Supposons en outre 
que, la quantile ^ Haul une valeur approchee de la racine reelle a, la diffe- 
rence a — 'i^etla quantity a determinee par V equation 


(55) 


a = 


F(0 

F»(|) 


soient assez petites, abstraction faite des signes, pour qae, dans le polyndme 


(56) F»(0 + 2(2a)F5(^)M-3(2«)»F3(|)H-4(2a)’F4(0+---. 

la valeur numerique du premier ter me surpasse la somme des valeurs numi- 
riques de tous les autres. Enjin designons par G un nombre inferieur d 
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i . < . . » I,, pri tmi n- ruh iif iitimt'-n'i/u,- mr la xomme doni il s'a/'il. On st-ra 

. « huH I ' ./(!,• Ut ntfim' tt flif a xr /rniH f xviilr camprixc cntrc Irx limitcx 

i. 4 ! ’JiX ; 

! If tit- hi difltifiiff a h nil h -- II i’/i(/T la rai'ini' a el ii/ie nimeelte racine 

irr-liV II tir^ priii 

il 

a* 

In pivfiMlonte, ihmis ohservemns (rabord (|U(‘ 

I ntlttiiHi* It* |H>lynuini* i .ib) eiaut do mhne (jiie soa pr(‘- 

tffi |iiiiirni f*n din* attiatil tt ftiriinri dos d(Mix polyudinas 

I I- ...» 

^ FrUI I- FrjCH) -I F4(i;) ’f- . . . , 

ipi'iifi id.ilitnil rii dt*vidf»jip#iiit li»> IVnidtoits 

Fii • l F(| \ - 
^ a 

Ir^ dt^ ac, H ayiuii <'*gard li Fetiualiorii ( 55 ). Par 

Umnm ilinix indytidtiu*,^ (*Umi de sigries (*<)ntrair(‘s, il 
«‘ii ■’^**111 ill* *iiH tlriix kiwiiitm <*t dt* hnirn lumuaadenrs 

Ff| ■ ■ V(l 

II I .iiirii ilfiiir ill! iiiit* rmtiiii* ividh^ do rtuitiaiicai (27) cvuirt' les limilc^s 

I',i|«itiii* ifii'il ti*y rii iiiira niFtiiit*; id, eii tdTtd» il i^Ht facile de voir qiie, si plu- 
■'^irtir^ |■iirif|l*H rid!lli*'?4 idiiieid retifeniittesi etitce cen linutes, en dc^siguant jku’ 
it i*i it iti*m ritriiieii printm li la Huile Tune deFaulre, on ironvto’ail 

|iiiiir h*n i*xprei4siiiiis 

r*(fi) (tt h)(a c}..., 

ijiiaiilili*^ ill! ^sgiiei eoiitraires. Pur eciriHec|uent rdcpuition 

i«i| Fi(.r)-^»o 

fl|:i,r#ri ni0 €■ • II, l» til. 
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m 

aurait line racine reelle comprise entre a et d, laquelle serait de la forme 

la quantile elant renfermee entre les liniites —2 a, -h2a. Or c’esL ee qu’on 
ne pent admettre; car, si Ton remplace dans la forinule (3i) par y 4- 5, «q 
quo Ton developpe le premier membre de celLe rorinule ainsi niodifiee sui- 
vant les puissances ascendantes de 7, on cn tircra 

F* f a" -{- ^ ) 4“ -Is ( “J” •^ ) 4- . . . 

^ F(^) + (7 -4 F,(.x) -4 (7 4- O- 4- . . . , 

puis, en egalant de part et d’autre les coeriicients do la jiremiere puissaiH^o 
de 7, 

( 60 ) F, (.r 4 - F, (X) 4 - 2 G F, (.r ) 4- 3 F 3 (.r ) - 4 /, F; ( .r ; 4 . . . . 

Par suite, le dih^eloppement de 

( 61 ) 

deviendra 

( 62 ) F,(|) 4- 2z¥,a) 4-3g^- Fad) -1- .'1 F;(^-) 4-. . 

et, comme dans le poIyn6mc (56) la valeur mundrique du preinito' l{‘nn(» stir- 
passe la sqmme des valours numeriqiies de tons los aiilrt's, il (‘n sera de nidtne 
a fortiori du poljnome (62), lant que la valeur uunierique dc^ :: st‘ra siipposee 
inferieure a celle de 2a. II en resultc quo, dans eadte hy()othes(\ rt^xfires- 
sion (61) ne saurait s’evanouir. Bone Fequatioa (op) n’a pasdt* raeines reelles 
comprises entre les limites ^ — 2a, ^4-'2a; et rt^tjualion (2”) nNui a cpFiuie 
entre ces limites. La racine dont il s’agit cst iiecessairomenl c*(db‘ (jiii sap- 
proche le plus de la qiiantite et que nous avons ddsi^ouu) [>ar a, irtUilri* 
part, comme la fraction 

F(^4-2a) 

, 

a 

equivalenle au second des deux polynoinos (58), ('sl dis inem.‘ si-m> ([uc I.- 
premier terme de ce polynome, savoir 



a 


on doit en conclure que 

F(0 et F(^4"2a) 
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. ni Ijii;uitii.-s ,1,. cuili'iiiffs. Cl (iiic \i\ I'aciuo ,1 so trouvo res- 

». t n 1 U y.m 

(.tii.iiii .1 1.) Ni 1 itioli' ill' la {it'ii|Misii ion ci-ilos.siis oiioiiooi', oilo osl iiiio 

. iiuttti-.lial.' ilii M-iilii' 11, |)iiisi|ii(' la i|iiiuitilo (1 roslora ovidoiii- 

io. nl uiirii.-niv, .il.Mni.'tioii lailo ilii siniio, an polyni'inio (6a), c’ost-a-diro 
.Ml ,1,. lani i|no la valonr ninnoriquo do - no sur- 

j.i i i.i iHis fflli* ill' -t t, i‘t par fonsi'ipioiit infdrioiii'o a la (nianlit6 FiC«) 
*|ii Hii *i***li!ii lin* I* 5 1 ; ^ *1^ i*ii |)t)sant 


Z ft 

|l liil 4 s .|i* rntii* jiiirtic* (HH‘ I(‘S rac'ilu's plus gi'aiitk's 

ijiii* vi •-■uiiii Hijprriiuir**s a la lituiU^ 




it 


i jiliiH ijtH* ft iiilV'riiMjrt'S a la liiiiik^ 


I; fill iii. /Vfiiii fV' Vftlt*Nrs (titsai approc/tees tjiu* I'oti xwudra des 

III, iMt-i rrr/lri #/#' i (‘I7I. 

Ilii r*iiyiiit*iii‘i*ni juuMlo((‘nniu(’r, a Taido dii prolile.iae prck'd- 
•knii, 4 rii% I iiiu* i»ii |dtis raulru Oil mains, do (diaque racdno I'dolk* 

1*1 Oil fnirliotilior rpio la nioino a sail do ccUt(‘ osfiooo, el 

|i 4 r .r„, X *|ini\ liiiiitiH iniindiMirc! (*l superioutai a cotte racdne. 
**^-1 Piifi diirororilos, la proniioro aveo les tonne's posilifs 

dii |»^.fh liijiii*’ ¥i-rh la avoo los feu’ine's iiogatifs pris (‘ii si^mo eon- 

ir,ijrr, i|iil la |il*N potito jmur doviondra la (ilns grande pour 

i Hr|rn'^H^i*ir/ rotio siifiimo (inr f(*r) el ranlre par 

jouimnl dos prapri6t^^s enonc(k‘s dans les link)- 
rriiir^H 11 rt IH; ot* ftfir m la ftinelion f (»o) est telle (pron puisse raeile- 

ri'^vijtidrr* oqfiiiiiiHis do la fumio 

f (dr ) oemsL, 

fiiriniilrm 171 rl Cit»i fuiiniirtmt iiruiHuiralenient des valours de plus on 
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plus approchees de la racine a. C’est cc qui arrivera, par excmple, touK's Ic; 
fois que la fonclion *(.«) se prescntera sous la forme 

R, C, D etant irois nombres enliers quelconqucs, ct n un uomI)re onticr 6ga 
ou inferieur a puisqu’alors on obtienclra les termes succossifs ties so 
Ties (6) et (i5) par des extractions de racincs du degrd n. vSi la foiiction ©(.r 
n’est pas de la forme que nous venons d’indiquer, on i)ourra faeilement F; 
ramener, en ajoutant aux deux membres do requatioii 


un polyndme enlier ^1(^7) dont tons les termes soieiit i)ositif.s. En tdrel, il os 
clair que les valeurs de o(.») et de x{x), modiliecs par Faddiliou d'ltii sum 
blable polyndme, conserveront toujours les memos lumprifdds. On pent, ai 
reste, attribuer au polyndme une inlinile do val(mrs diirdrontos. Suppn 
sons, par exemple, 

o(a?) — .r’ -I- 3./’- -I- 1^. 


La valeur de <p(-r), 


si I’on suppose 


modifiee par Faddition du polyndme doviotidra 

(.r -h i)“h- 7, 
ij; ( .u ) ~ 3 a’ , 


ou bien 

si I’on suppose 


( x -t- 2 )“, 

(};(a;) ~ 3.»- -h i e.r ; 


etc. II est bon de remarquer ace sujet : r> (pi’ou p<uil loujours eluHsir S 
fonction entiere de maniere a oblenir Funile pour h* noinbro II ; -i" rjui 
dans beaucoup de cas. Fun des nombres C, 1) se trouvera ivdiiii a zerii. 

Apres avoir determine par la methode precedente les rarims reidltjs «■ 
positives de I’equalion (27), il suffira evideinmcid, pour (ddeuir sos nsrine 
negatives de cbercher par la indinc methode les racim-s positives do r«‘in»a 
lion 

(63) F(-,r):r.-o. 

Sco/ie. - Outre la methode d’approximation (pu' nous vmmns d‘itnli.jitr. 
il en existe plusieurs autres, parmi lesqmdies on doit remarquer eelle 4 
Newton, Elle suppose que Fon connalt deja une valeur approrlu'u' ; ih- f 
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raciiic qiie Ton cherche, el consiste a prendre pour correction de cette valeur 
la qiianiite a determinee par Tequalion 


(55) 




lill 


Toulerois, cette derniere melliode n’etant pas toujoars applicable, il imporle 
d’cxaminer dans quels cas on peut remployer. Nous allons etablir a ce sujet 
les propositions suivanies : 


I iifionis.YiE IV. — Supposons qae, a designant Vane quelconque des racines 
reelles positives on negatives de Veqaation (27), et \ line valeur approchee de 
cette racine, on determine a par le moyen de V equation (55). Si oi est assez 
petit j abstraction faite da signe^ pour que dans le polyndme (56) la valeur 
nurn^rique dii premier terme surpasse la somme des valeurs numerifjues de 
Ions les aatres, alors, des deux quantites 


I, 01, 

la seconde sera plus approchee de a que la premiere. 

Demonstration. — Nous avons deja vu (probleme II, scolie IV') que, dans 
riiypolhese adinise, la racine a se trouve seule renferniee entre les limites 

I, 4 + 2 a. 

Cola pos6, si I’on prend 

(GG) z, 

z sera une quantity comprise entre les limites o, 2a, et propre a verifier 
Tequation 


oil, ce qui revient au m^me, la suivante : 

(67) F(a + ^F,(^)4-^^F,(e)4 -... = o- 


Si mainlenant on fait, pour plus de commodity. 


( 68 ) 


F^d) h-^F 3(0 -h .. 
Fi(0 


et que Ton ait <^gard a la formule (55), I’equation (67) deviendra 
( 69 ) z-=. qz^ . 
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On aura, par suite, 

( yo ) • (7 ~ I -h ^ ^ -h a *+• (7 ’ 

(i’oli ii resiilte que, en prenant au lieu de ^ pour valour a[)proohoe do 
on cominettra une erreur egale, non plus a la valour nuniori(|uo do 5, inais k 
cclle de 75-. D’ailleurs, le polynome ( 56 ) oLanL do iru'^iuo si^no f|u<^ stui pro* 
niier terme Fi(^), les deux polyn6mes 

j F I ( ^ ^ 2 ( 0 ^ ^ 3 ( ? ) ' • • * - ( ^ ' • I ^ <7 j 1 ( I I » 

1 F. (I) - 2 ( 2 « ) Fs (I ) - 2 ( 2 a ) .- Fa ( i ) - 1 ■ I • /, a V n< , ( > ) 

jouiront evidemment de la memo proprielc; co (pii (^xip;(^ qu(' la valour ruiuio*- 
rique de 2^(7, et ^ fortiori cclle de qz, reslont iidoriouia^s a !. ( hi cui 0011- 
dura iinni^diatement que la valeur num6ri(iuo do qz- (^si iulVudcun'o a cudfo 
de 1 -^. x 4 .insi des deux errcurs que Ton comnuU (ui piauumi 

1 cl >H-a 

pour valours approchees de a, la secondc esl plus (pio la uioitu* do la 

premiere. 

Scolie /. — Comme on tire de Tequaliou ((><)> 

a 

(H quo la valeur numerique de qz est inr6ri(Mir(^ a ’ , on (\'<1 assuro qm* In 
valeur de restcra toujours comprise eulre les limitcvs 

2 

j a, 20c. 

Scolie IL - En resolvanl reqiialion (69) comnin si In valeur tie y elaii 
connue, on irouve 

I di ^ I — J\cx.q 9, a 

^ i ^ i : V' J - 4 sc q 

Le radical esl ici airecto d’un douhle siKiie. Mais. jM.is,,„e la valeur 

(le j doit rester plus petite que cello de -ix, il est clair (lu’uu tievra tuefi-ier 
le signe inKrieur. On aura done 


2 oc 


I 1 — l\aq 


(72) 
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« ‘ I - 1- <■. M r.H, uumiuc- o. .l.Mix lhnil.‘s doat I'mic soil infmourc oi 
* •' •*' 'I'liiiitilf If par la loriiiiilo (( 18 ), on coii- 

. I .Niuat!..), .7 0 ipi,> la valtMif cxacln do ; (>st l•o^npl•is(> (‘iilro Ics 

ifr’ i| I «■* \ |i| H 1 1 1 u <•-, 

‘ j ^ ‘A J 

tt . 

* V * I I V * •' 

.I.iri.j . ..no ud.Mii iftilmn.Ta loin Ins chinVcs docimaiix coinniiiti.s 

.in% mi 

s dr- /// SuppoMii.H .pi,, d...* dniK <iuanlit.‘s )a socondt' ail la 

l-tu- .u.d,. 4.,!.-ni iHimrinpi,., ,.| ,p„. yai,.,!,- nnmnrhpK. soil, infcriniitv 

.< ! iitiiii-, \1 .| ,, .11 la 0 ; ; (>si, altslrai'lioii faille dn sij!;ii(‘, |d(is 

-Jill 1111*“ Hiiiii* ili* I'uriln* sVdin' si Ton a 


I.. I 1 r’-lis’i*' 





#1 ^ tfZ^ 


14 . linn «iii Hignt*, qn’mir* unilo drciiuah* dc 

r.Mi 4 r»'r I ; r*ii ^nirii* lriiitvi*ra 

’ Mil ■ 


liir-ti, 4 * iiti limi tli* I |nHir vali'iir apprtHdino d(‘ la raciiu^ a. 

Mil d Im uiiiiiiii 14 
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Irouvera 

(77) 


vaL num. 



n—r 


Scolie IV. — L’erreur que Ton commet ea prenant pour valeur 

approcliee de a, ou la valeur numerique du produit <7^'^ peut elle-m^me se 
calculer par approximation. En effet, si Ton a egard a Tequation (69), on 
trouvera 

{o. cx.) q^ z- q^z^.^ 


Or, siipposons la valour numerique de 2a, par consequent celle de infe- 

rieure a valeur numerique de Q, par consequent celle de <7, 

inferieure h n et r d^signant deux nombres entiers. On aura evidem- 

ment 


val. num. (2a)q^z-<i 



Zii±2r 


et 


val. num. 



De plus, si la valeur numerique de la fraction 

(7B) 


Fa{0 


est reconnue inf6rieure a (lo)^^ s d6signant encore un nombre enticr, oji 
pourra prendre 

MO 

pour valeur approcliee du terme qc(r, sans craindre ime erreur plus consi- 
^lerable que 


jp / v\ 

Far suite, si i’on choisit ^ -H a — au lieu de ^ a, pour valeur 

1 \ s / 

approch6e de la racine a, e’est-a-dire si Ton pose 


(79) 




Ferreur commise sur la racine n’affectera plus que les unites ddcimales ili* 
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1 ordre marque par le plus grand des trois nombres 
^n±s, 3 71 zb 2 r, 4^=t:3r. 

Dans le cas particulier ou la valeur numerique de Q est inf6rieure a ^ 
el celle de la fraction (78) a f — ^ 3 la nouvelle erreur devienl plus petite que 



11 soffit done alors de substituer le second membre de I’equation (79) k 
la quantild ^ pour tripler le nombre des chiffres ddcimaux exacts dans la 
valeur approchde de a. C'est ce qui arrive encore, k tres peu pres, quand 
le nombre n devienl trds considdrable. Ces rdsultats sont conformes a ceux 
que M. Nicholson a obtenus dans un Ouvrage recemment public a Londres, 
et qui a pour litre : Essay on involution and evolution, etc. 

TnftORfeME V. — Les m^mes choses etant posies que dans le theoreme preci- 
dent, concevons que le premier terme du polyndme ( 56 ), dest-d~dire du poly- 
ndme qui reprisente le developpement de Fi(^-b2a), ait une valeur nume- 
rique supirieure, non seulement d la somme des valeurs numeriques de tous 
les autres termes, mais encore au double de cette somme. Alors, si Von designe 
par une quantiti comprise entre les limites 


la seconde des deux quantitis 


lu li — 


lilil 


sera plus approchie de a que la premiere. 

Demonstration. — Pour etablir la proposition qu^on vient d dnoncer, il 
suffit de faire voir que la valeur numdrique de la diffdrence 

Cl — lx 

est supdrieure k celle de 

V{a)-¥{ 1 ,) 

1) 


r. F(£i)1 .. F(a)-F 


ou, ce qui revient au mSme, que la fraction 


OMuvres de C. — S. U, t. III. 
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a une valeur numerique inferieure k l’unif 6. Representons par -JJ ccMc rnfime 
fraction. II suffira de prouver que 

p — u et r -f- Uf 


c’est-a-dire, en d’autres lermes, 
F(a)-F(J,) 


(8o) 


a — 


et aF, (i;,) — 


- F(',') 


sent deux expressions de meme signe. Or, si Ton fait 
(8i) « = f + 5 et — 

3 et 6 seront deux quantiles de m&me signe compris(‘s entre les limites o. 
act; et les expressions (8o), aprcs le d6vcloppenionl des fonetions 

Fa, + =), F(|,-t-6), F,(^-He), 


deviendront respeclivement 

F.(l) + (S + = ) F2(0 h- (6^+ - 1 - o'*) F:,(i:) r . . . . 

F,(^)-(S + o-4S)F5a)-(6“-h6o-i- 0^-(i6-) F;,(i)- 

Comme, dans chacun de ces derniers polynftmes, I(> (•,o(‘fli('i<uit dt* F,, (■) a 
une valeur numerique 6videmmenl inferieure :i ccll(' (1<“ I’une d<‘s tiuarUltAs 

etpar consequent au double de la valeur numerique dii prodiiit 


il est Clair qu’its seront I’un et I’aulre de mCirne signe (pie F,(£), si la ctMiil}- 
lion enonc6e dans le th6oreme V se trouvo rcmplie. Rone, etc. 

Scolie I. — Les erreurs commises, lorsqu’on prend succ.essivemeiit 


r et 


pour valeurs approch^es de la racine a, sont respeclivcuiieiit egales am 
valeurs num^riques des deux quantiles 
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ill 
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Scolie II. — Les m§mes choses etant posees que dans le th^oren 
Ton fait successivetnent 


(89) 1 ,^ 1 - 


F(?) 




F(|,) 




F,(0 F,(^,) 

les quantites ^1, ^2» Is, ♦ • • seront des valeurs de plus en plus approci 
la racine a. Si d’ailleurs on attribue aux nombres M et N les inemes 
que dans ie scolie I, alors, en supposant 


val. num. (<^ — |) < 


10 


on en conclura 


val. num. (a — Ei) < 1 ) 


\ 2n±r 


val. num. (a— I2) < j 


j \ 4/i±:3r 


val. num. (<« — I3) < 


\ 8nd=7r 


Ces derni^res formules renferment la proposition 6nonc6e par M. 
dans le Bulletin de la Societe philomathique (livraison do mai i8i8), r 
ment au nombre de decimales exactes que fournit chaqiie op6rati( 
velle la m^thode de Newton. 

M 

Toutes les Ms que la fraction ^ est inferieure a l.’unite, on petit ] 

7*z=:o, et par suite les differences successives enlre la racine a et ses 
approch6es 

I, li, I2, I3, ... 

sont respectivement plus petites que les nombres 



Done alors le nombre des d6cimales exactes se trouvo double pour le 
k chaque operation nouvelle. 

Les recberches precedentes fournissent plusieurs methodes de res 
pour les equations numeriques. Afin de faire mieux sentir les avanlai 
presentent ces methodes, je vais les appliquer aux deux equations 

( 90 ) — 2 ^ — 5 =1: o 

et 

(9O 0;=^— 7^ -h 7 zr a 
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M3 

que Lagrange a choisies pour exemples {Resolution des equations nume- 

liqiies, Chap. IV), et dont la premiere a 6te plus anciennement traitee par 
Newton. 

Si nous considerons d’abord Tequation (90), nous trouverons (theoreme III, 
scolie II) qu’elle a une seale racine positive comprise entre les deux limites 

= 2 et 

l)e plus, la valeur positive de x propre a verifier Tequation 

2 X 4 - ^ 

satisfera (probleme I, scolie IV) ^ la condition 

. 2 X x^, 

on, ce qui revient au meme, ^ la suivante : 

i 

^>(4o)®=2,09 

La racine dont il s’agit sera done renfermee entre les nombres 2,09 et 
2 .,i 5, en sorle que sa valeur, approch^e h moins d’un dixidme pres, 

sera 2,1. Pour obtenir une valeur plus exacte, nous observerons qu’on a 
dans le cas present 

F(.r)=:^3 — 2x — 5, Fi(a?) rr 3a?-— 2, Fg(a?) = 3a?, F3(a:)rr:i, 

et quo, si Ton prend 

^=2,1, 

la condition dnonc^e dans le thdor^me IV sera remplie. Cela pose, comme 
on tirera de I’dquation (55) 

«= - 1 0,005431878. . 

on trouvera pour les nouvelles valeurs approchdes de I’inconnue x 

^ -h a =: 2,094568 1 2 1 , . . 
el 

Enfin, comme, la valeur exacte de x 6tant presentee sous la forme a? = ^ h- 5, 
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3 sera une quantile comprise entre les limites o, 2 a, el que par suite on aura 
evidemment 


Es(^) ~t~ ^ Ea(0 6,3 + - 

F3(0_ I 


< 0,6 < I, 
<0,1, 


Fi(0 - 11,23 

val. num.ir = val. num. (cc + ^s^X val. num. a -1- (2a)'^ val. num. y <o,oi. 


on en conclura (iheoreme IV, scolies III et IV) que, en prenant 

X — 2,09^5681, 

on commet une erreur plus petite que 0,0001, et en prenant 

x = 2,0945515 

une erreur plus petite que 0,000001. 

■ Au lieu d’einployer les formules gdnerales, on pourrail effectuer le calcul 
de la manidre suivante. Apr6s avoir trouve 2,1 pour la valeur approchde 
de X, on fera dans I’dquation (90) 

X = 2,l -h Z, 

et Ton en tirera, en divisanl tons les termes par le coefficient de 
(92) 0,005431878. . .H- + 0,560997328. . . 0,089047 195 . . . 3’’= o 

ou, cc qui revient au mfitne, 

(g 3 ) = — 0,005431878. .. + < 7 s% 

la valeur de q dtant ddterminde par la formule 

(94) ^ = — 0,560997328. . .-0,089047195- • ■ ■=• 

Le double du premier terme de I’dquation (92) est, a tres peu pres, o,bi ; et, 
comme le premier membre de celte equation fournit deux resultats de signes 
contraires lorsqu’on y fait successivement 

s = o, s= — 0,0 f, 

on peut affirmer qu’elle a une racine rdelle comprise entre les limites o et 
— 0,01. Pour demontrer que cette racine est unique, il suffit d’observer que, 
en vertu de la formule (60), I’^quation 


F,(2,I-+-3) =0 
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se r6duit a 

i-\- 2 X 0 , 560997828 . . . 5 -I- 3 X 0,089047195 . . . o, 


y 5 


et que cette clernlere ne saurait ^tre verifiee par aucune valeur de - ren- 
fermee entre les limites donl il s’agit. De plus, il est clair que, pour une 
semblable valeur de -j, la quantile q ddterminee par la formule (94) reste 
comprise entre — o, 56 o et — o, 56 i; et, comme on tire de Fequation (98) 


( 9 '^) 


z~ — 0,00543 1 878 ... — o,oooo 295 o 5 q) 

— 0,000000820 . . . (— 7 . . , 


on en conclura : en supposani — q~ o, 56 o, 


z — — o,oo5448So . . , , 


2" en supposant — ^ = o, 56 i, 

XI ==: — 0, 00544853 . . . . 


Par suite, la valeur r^elle et positive de x propre a verifier Tequalion (90) 
sera comprise entre les limites 


et 


2,1 — o,oo 54485 o = 2,09455 1 5 o 
2,1 — o,oo 544854 = 2,09455146. 


Cette Equation a done une racine positive unique a tres peu pres egale a 

2,09455x5. 

Il est d’ailleurs facile de s’assurer qu’elle n’a point de racines negatives. Car, 
si elle en avail une seule, on pourrait satisfaire par une valeur positive de x 
h la formule 

(96) x^— 2 X 

et cette valeur de x {voir le scolie V du probleme I) serait en meme temps 
infdrieure h la racine positive de requalion 


e’est-^-dire h 


^3 — ™ 0, 

^^2 =:l,4l4- • 


et supdrieiire h la racine de I’dquation 


S — 2 x — 0, 
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c’est-ci-dire a 


5 

2 


— 2,5; 


ce qui est absurde. 

Passons maintenanl a Pequation (91), et cherchons ea premier lieu ses 
racines positives. Pour avoir une limite superieure aux racines cle cette 
espece, il suffira d’observer que, Pequation clout il s’agit pouvant se mettre 
sous la forme 


on en tire (probleme I, scolie IV), en supposant positif, 


et, par suite, 


'lyy C^y X 


X < 


7 

4 ' 


On peut done prendre - pour une valeur approch6e cle la plus grande racine 
positive. Cela pos6, si Pon fait dans P6qualion (91) 


on trouvera 

(97) 


X 





o,o 5 


2,4o^ 


32 

70' 


oil, ce qui revient au meme, 

( 9S ) z mi — 0,0 5 H— (y y 


la valeur de q ^tant d6terminee par la formule 


(99) • 9 = -2,4 o — 

Le double du premier terme de P6quation (97) est 0,1; et, comme le pre- 
mier membre de cette Equation change de signe lorsqu’on passe de -s m: 0 ^ 
^ — — 0,1, tandis que le polyn6me 

82 

I “4" 2 2,4C)^ H“ 3 Z^ 

70 


reste constamment positif dans cet intervalle, il en resulte qu’elle a une 
racine reelle, mais une seule, comprise entre les limites o et — 0,1. La 
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Nommons c la racine negative dont il s’agit. La iroisienie racine b de rtViiia- 
lion (91) sera evideminent reelle et positive, puisqiie )e produil abc des trois 
racines doit etre equivalent au dernier lerme pris en signc contraire, c’est- 
a-dire a —7. Determinons a pr6sent cette troisitune racine. Pour y parvenir, 
on cherchera d’abord un nombre G egal ou inferieiir a la valour numerique 
de Fi(^). Or, puisqu’on a dans le cas present 


on en conclura 
On pourra done prendre 


F(a?) — X -— -h 7, 


Fi(r/) -1 3^.2— 7. 


0=13(1,69189)2— y —1,5874 


D'ailleurs, en vertu de ce qui precede, on a encore 


et, par suite, 


r/<j,6922, —c< 3,74/7 

— c < 5,4339. 

Cela pose, on trouvera (probleme II, scolie II) 

G 1,5874 

a - b > > =0,29212. , 


^ 0 0,4339 


et Ton aura en consequence 


/^<i, 69211. .. — 0,29214. . .< i,4o. 

Apres avoir reconnu, comme on vienl de lo faire, qu(‘ la racine b est infe- 
rieure a la linoiite i,4o, on supposera 


X — 1 , 4o —}— 

L’6quation (gi) donnera dans cette hypothese 


0,05 4 -^- 3,75 
ou, ce qui revient au mSme, 


35 

28 


(98) 


^ — o,o5 H- cj Z“ j 


la valeur de q 6taat d^terminee par la formule 
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Le double du premier terme de I’equation (io 3 ) est o,i ; et, comme le pre- 
mier membre de cette equation change de signe lorsqu’on passe dex: = oa- 
x: =r — o , I , tandis que le polyndme 

I — 2 X 3,70.:? — 3 X 


reste conslamment positif dans I’inlervalle, il en resulte qu’elle a uiie seule 
racirie reelle comprise entre les liniites o, — o,i. La valeur correspondante 
de q est, evidemment renferm6e entre les deux quantiles 

3,66 et 3,76. 


Ln substituant successivement ces deux quantiles a la place de la lettre q 
dans Tequation (roo), on obliendra deux nouvelles limiies de Tinconnue 
savoir 


et 


I -hv^ 1,73*2 


0,04317 . . . 


0,1 




— o,o 43 o 5 . . . ; 


puis Ton en conclura que la racine positive b est comprise entre 


et 


1. 4 0 — 0,04317. . 35682. . . 

1 . 4 0 — o,o 43 o 5 . . . = 1 , 35694 


On obtiendra done la valeur approchee de cette racine k un dix-millieme 
pres, si Ton prend 

(loo) — 1,3569. ^ 

Quant a la racine negative c de I’equalion (91), nous savons deja qu’elle 
est comprise entre les limites 

— 3,7416... et — 2,4 i 

On aura done sa valeur approchee a une unite pres, si on la suppose egale a 
— 3. Cela pose, faisons dans r6qualion (91) 

^ 3 -f- 

On trouvera 

( I () 5 ^ o,o 5 -i- ,3 — 0,45 ' 3 " -\- 0,00 — - 


o 
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oil, ce qiii revient au meme, 

(98) o,o 5 + <7^2, 

la valeur de q etant delerminee par la formula 
(107) q — — o,o 5 ^. 

De plus, oil reconiiaitra facilement : qiie I’equation (106) a une racine 

reelle, mais une seule, comprise entre les limiles o, — 0,1 ; 2" qiie la valeur 
correspoiidante de cj est reiifermee enlre les deux nombres 

0,45, 0,4^5; 

3^ que ces deux nombres substitues h la place de la lettre q dans Tequa- 
tion (100) fournissent deux nouvelles valeurs approchees de savoir 


1___ ~ ~ 0,048922 . . . 

i-i-v/1,09 

et 

' - - — 0,04891 1 . . . . 

H-\/i,09i 


Par suite, la valeur approch^e de c a un cent-millieme pres sera 
(108) 6‘ rz: — 3,04892. 

All reste, on aiirait pu deduire imm6diatemenl la valeur approcliee de c des 
formules (loi) et (io 5 ). En effet, puisque dans I’equation (91) le coefficient 
de X- se reduit h zero, on en conclut 

' <7. -i- -h C =: O, 
c ~ — a — b, 

et, par consequent, ^ tres peu pres, 

c 1=: — (1,6920 -i- 1, 3569) “ — 3,0489. 

Pour terminer cette Note, nous presenterons lei deux tlieorenies dont le 
second comprend la regie 6noncee par Descartes relativeinent a la determi- 
nation du nombre des racines positives ou negatives qui appartiennent a une 
equation de degre quelconque. Dans ce dessein, nous aliens d’abord exa- 
miner le nombre des variations et des permanences de signes que pent olfrir 
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line suite de quantiles, iorsqu’on suppose les differents termes de celte suite 
compares I’un a Fautre, dans Fordre ou ils se succedent. 

Soil 

la suite que I’on considere, eomposee de termes. Si aucun de ces 

termes ne se r6duit h. zero, le nombre des variations de signe qu’on obtiendra 
en les comparant deux a deux, dans Fordre ou ils se succedent, sera comple- 
tement deteriniiie. Mais, si quelques termes se reduisent a z6ro, comme on 
pourra, dans cello hypoth^se, fixer arbitrairement le signe de chacun d’entre 
eux, le nombre des variations de signe dependra de cette fixation meme, de 
maniere cependanl a ne pouvoir s’abaisser au-dessous d’un certain minimum, 
ni s’elever au-dessus d’un certain maximum, line semblable remarque peut 
dtre laite sur le nombre des permanences de signe. Ajoutons que, pour 
ohtenir le nombre maximum des variations de signe, il suffit de considerer 
cbaque terrne qui s’evanouit comme aflecle d’un signe contraire h celui du 
terme prdcedcnt. Concevons, par exemple, que la suite (109) se compose des 
quatre termes 

4-1, o, o, —I. 

Le premier de ces termes elant positif, on obtiendra le nombre maximum 
des variations de signe, en considerant le second terme comme negatif, et le 
troisieme comme positif, ou, ce qui revient au m^me, en ecrivant 

-hi, ~o, 4-0, —I. 

Par suite, dans ce cas particulier, le nombre maximum dont il s’agit sera 
egal a 3. On aurait obtenu au contraire le nombre minimum des variations 
de signe, egal ^ Funit6, en affectant cbaque terme nul d’un signe semblable 
a celui du terme precedent, c’est-k-dire en 6crivant ^ 

4-1, 4-0, —o, --1. 

(]es i)rincipes etant admis, on dtablira sans difficulte les propositions sui- 
vantes : 

TufiORfeME VI. — Supposons que, la constante h etant reelle et positive^ on 
niultiplie le polyndrne 

( I 10) <^o •■r"' -h 4 - 4- • . • 4- - 1 ^ 4 - 

par le facteur lineaire x + li. Cette multiplication n'augmentera pas le 
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nombre maximum des mriations de signe entre les coefficient.^; .succes.ufs des 
puissances descendanles de la variable 

Demonstration. - Ea multipiiant le polyii6me (.10) par .r + h, on obtieiU 
un nouveau polynome dans lequel les puissances descendantes de la variable 
ont pour coefficients respectifs les quanlites 

(iii) ha,,,. 

II suffira done de prouver que le nombre des variations de si^^ne nc croit pas 
dans le passage de la suite (109) a la suite (n i), lorsqu’on a portt 3 ce nombre 
au maximum dans Tune et J’autre suite, en afiectant ebaque tci mo qui s eva- 
nouit d’un signe contraire a celui dti terme precedent. Or, je dis en pre- 
mier lieu que, les signes eiant fixes d’apres cette regie, chaque torme de la 
suite (in), represente par un binome de la forme 

prendra le meme signe que Tun des lermes a,,^ de la suite (109). Cette 
assertion est egalement evidente dans les deux cas qui i)cuvent so presenter, 
savoir : 1° lorsque les deux termes sont originairement, ou on vertii 

de la regie adoptee, affectes de signes contraires, par exemplo lorsque a,, 
s’evanouit; 2° lorsque, % ayant une valeur differente de zero, ost affecte 
du meme signe que a„. En consequence, si Ton altribue aux quanlites 

(112) /i«o, haiy ha,,, 

les raemes signes qu’aux termes correspondants de la suite (109), on pourra, 
sans alterer en aucune maniere la succession des signes dans la suite (i 1 1), 
y remplacer chaque binbme de la forme 

a, I ha,i-\ 

par Fun des deux mondmes a,„ En operant ainsi, on obtiendra une 

nouvelle suite dans laquelie chaque terme de la forme a,, se trouvera suivi 
d’un autre terme 6gal, soil au monbme soil au monbmc ha„, qui est 
la seconde partie du binome tandis quo chaque tonne de la 

forme se trouvera suivi du monome ou du monAine qni est 

la premiere pariie du binbme Cela pose, concevons ({ue dans 

la nouvelle suite on distingue : 1° chaque terme de la forme a„ auquel sue- 
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cede un autre terme de la forme ha„; 2° chaque terme de la forme han 
auquel succede un autre terme de la forme et soient respectivement 

Ctsf IlCf-nf hci^y ... 

les dilferents termes de Tune et Tautre espece ranges d’apres Tordre de 
grandeur des indices qui affectent la lettre a. La nouvelle suite, compos6e 
des mon6mes 

• • •> hciy^fy ^p^4.2> *,* *? nij 

ne presentera evidemment que des variations de signe propres a la suite (rog) 
avec celles qui peuvenl naitre dans le passage de Aa,, a de ha^ a .... 
D’ailleurs il est aise de voir que, si les deux quantites 

ha,, et 

oil, ce qui revient au m^me, 

a,, et 

sent affectes de signes contraires, la variation de signe correspondanie ne 
fera que remplacer une autre variation de signe propre k la suite (109), 
savoir celle qui avail lieu enire le terme et Tun des deux termes 
au-^2- Une remarque toiile semblable s’applique au cas 011 les mondmes Aa^,, 
a, ^^.2 sent affect6s de signes contraires, etc. On peut done conclure que le 
nombre maximum des variations de signe n’augmente pas lorsqu’on passe 

de la suite (109) a la suite (i i 3 ), et par consequent ii la suite 1 1); ce qu’il 

% 

fallait d6montrer. 

Corollaire. — Si Ton multiplie le polynome (no) par plusieurs facteurs 
lineaires de la forme 

.jc -h A, JO ■+■ h', X + h‘\ . . . , 

A, A', h\ ... designant des quantU6s positives, on n'augmentera pas le 
nombre maximum des variations de signes entre les coefficients successifs 
des puissances descendantes de la variable x. 

THfiORfeME VII. ■— Soientj pour le polyndme 
(no) F(a?) = + . . . -H 
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m' le riombre minimum des permanences de signes, et m” le nomhre minimum 
des variations de signe entre les coefficients saccessifs des puissances descen- 
dantes de x, Alors, dans Inequation 

(114) F(^)^o, 

le nomhre des racines negatives sera egal on inferieur d m\ le nomhre des 
racines positives egal on inferieur d m", et le nomhre des racines imagi- 
naires egal ou siiperieur d la difference 

m — ( m.' -f- 771”). 

Denionstration. — Pour etablir la premiere partie du tlieoreme, j’observe 
que, si Ton appelle A, /^^ li\ ... les racines negatives de I’equation (u/i), le 
polyndme F(. 2 ;) sera divisible par le produit 

{x h){x h') {x id) , . , . 

Nommons Q le quotient. D’apres le corollaire tlu theoreme precedent, le 
nombre maximum des variations de signe dans le polyndme F(^) sera 6gal 
ou inferieur au nombre maximum de ces variations dans le polyndme Q, 
el par consequent au degre de ce dernier polyndme. Par suite, le nombre 
minimum des permanences de signe dans le polyndme F(.r) sera egal ou 
siiperieur la difference entre le nombre m et le degre du polyndme Q, 
c’est-a-dire au nombre des racines reelles et negatives de re([uation 

(rj4) F(^)zzro. 

Pour demontrer la seconde partie du theoreme VH, il suflira de remarquer 
que, en ecrivant —x au lieu de x dans I’equation (ii4), on change a la fois 
les racines positives en negatives, les variations de signe en permanences, 
et reciproquement. 

Enfin, comme cette equation, etant du degre m, doit avoir m racines reelles 
ou imaginaires, il est clair que la troisieme partie du theoreme est une con- 
sequence immediate des deux autres. 

Corollaire. — Pour montrer une application du theoreme precedent, con- 
siddrons en particuUer Fequation 

(115) 


I 3= 0. 
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On trouvera : i° en siipposant m pair, 

2 ^ en supposant m impair, 

Par suite, Tequalion (ii5) n’a point cle racines reelles dans la premiere hypo- 
these, et ne pent en avoir qu'une dans la seconde, savoir, une racine r^elle 
negative. 


OEupres de C. — S. H, t. III. 
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NOTE IV. 

sun LE DEVELOPPEMENT DE LA PONCTION ALTERNEE 
(r — j:-) (s ~J‘) — a;) ... (f' — ^) (t' ~ j) {i> — z) . . {u ~~ u). 


Designons par cp la fonction dont il s’agit. Ainsi qu’ori I’a d6ja remarque 
(Chap, III, § II), cbaqiio lerme de son developpement sera equivalent, abs- 
traction faite du signe, an produit dcs diverses variables rangees dans un 
certain ordre et respectivement elevees aux puissances marquees par les 
no mb res 

O, I, 2, 3 , . . . , /^ — I . 

De plus, il est aise de voir que lous les produits de celte espece peuvent se 
dediiire les tins des autres lx Taide d’un on de plusieurs eebanges operas 
entre les variables prises deux a deux. Ainsi, par exemple, on deduira le 
produit 

d’lm quelconque des produits de memo forme, en faisant passer successive- 
ment par de semblables ^changes la lettre ^ lx la premiere place, puis la 
lettre y lx h seconde, puis la lettre ^ ^ la troisieme, etc. Comme d’ailleurs 
la fonction cp cliange de signe, en conservant au signe pres la meme valeiir, 
toutes les fois qu’on ^change deux variables entre dies, on devra conclure : 
1° que le developpement de cette fonction renferme tons les produits ci- 
dessiis mentionnes, pris les uns avec le signe -h, les autres avec le signe 
2° que, dans le mdne developpement, deux produits, choisis au hasarcl, 
sont affectes clu meme signe, ou de signes contraires, suivant qu’on peut Jes 
deduire Fun de Tautre par un nombre pair ou par un nombre impair 
d’echanges.En partant de ces remarques, on etablira sans difficulte la propo- 
sition suivante : 

TafiORteME I. — Joignez au produit 

tons ceux que Von peut en deduire d Vaide d^ un ou de plusieurs ^changes 
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successwement operes entre les variables 

X, y, z, Li, V 

prises deux d deux. Le nombre des produits cjiie vous obtiendrez sera 

I .2.3. . .(/i — i) fly 

et ils se partageront en deux classes distinctes, de telle maniere qiCoa ne 
poiirra jamais deduire Van de Vautre deux produits dhine meme classe que 
par lui nombre pair d'eclianges^ ni deux produits de classe differente que 
par iin nombre impair d’echanges. Cela pose, si Von ajoiite tons les produits 
d'une classe pris a^^ec le signe aux produits de Vautre classe pris avec le 
signe — , on trouvera pour somme, suwant qiVon donnera le signe + au^ 
produits d^ une classe ou d ceux de Vautre^ soit le de^eloppement de -4- 9, soit 
le developpement de — cp, 

11 siiffit ^videmmcnt d’avoir dgard k la proposition prdcddenie pour con- 
struire le ddveloppement de la fonction altern^e 4-9. Toutefois on doit 
remarquer encore un autre iheor^me, k Taide duquel on peut decider imme- 
diatement si deux produits, pris au hasard dans le d^veloppemeni dont il 
s’agit, s’y trouvent affectcs du meme signe ou de signes conlraires. Nous 
nous contenterons d’enoncer ici ce second th6oreme, sans en dormer la de- 
monstration qu’on dddnira sans peine des principes que nous avons exposes. 

TrifiORfeME II. — Pour decider sij dans le developpement de la fonction 
alternie ±: cp, deux produits de la forme 

x^ . . . w""' 

sont affectes du mSine signe, ou de signes contraires, on distribuera les va- 
riables 

X, y, z, a, ^ 

en plusieurs groupes, en ayant soin de faire entrer deux variables dans un 
meme groupe toutes les fois qu'elles porteront le m^me ex posant dans les deux 
produits que Von considered et formant un groupe isole de chaque variable 
qui n’ aura pas change d’exposant dans le passage du premier produit au 
second. Cela pose, les deux produits seront affecUs du meme signe, si la dif- 
ference du nombre total des variables au nombre des groupes est un nombre 
pair, et ils seront affectes de signes contraires, si cette difference est un 
nombre impair. 
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Oil facilite I’usage du iheoreme qui precede, en ecrivant les deux produils 
Tun sur I’aulre, el rangeanl dans chacun d’eux les variables d’apres I’orclre 
de grandeur des exposants qu’elles portent. 

Pour appliquer a un exeniple les deux theoremes ci-dessus enoncds, consi- 
derotis en parliculier cinq variables 

X, y, II , r. 

Le prodiiii de leurs differences, ou, si Ton veut, la fonction allernee 

{y — x){z — x) (3— y) {u — x) {u —y) {a — 3) (v — x) ((’ — y') (*’ — 3) (c — u), 

fournira un developpeinent compose de cent vingl terincs respectivernent 
egaux a cent vingt produils dont soixante seront precedes du signe -t-, el 
soixante du signe — . L’un des produils affecles du signe -H sera celui qui a 
pour facteurs les premieres leltres des bindnies 


savoir 


y-x, z — x, z—y, ..., v — a, 

yi ^2 ^^3 


Pour juger si un autre produil tel que 

doit etre pris avec ie signe -H ou avec le signe il suffira d’observer que, si 
Ton compare les deux produits dont il est ici question sous le rapport des 
mutations qui ont lieu entre les variables donn^es lorsqu’on passe de Tun a 
I’autre, on sera conduit k partager ces m^rnes variables en trois groupes, dont 
Tun renfermera la seule variable un second les trois variables/, 3 , r, et 
un troisieme la seule variable m. Si du nombre des variables egal a 5 on 
retranche le nombre des groupes 6gal h 3, on aura pour resle 2 , c’est-k-dire 
un nombre pair. Par consequent les deux produits devront etre affectes du 
meme signe; et, puisque le premier est precede du signe le second devra 
retre egalement. 
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SUR LA FORMULE DE LAGRANGE RELATIVE A L’iNTERPOLATION. 


Lorsqu’on veut determiner une fonction enliere cle da degre /? — i, 
d’apres un certain nombre de valears parliculieres supposees connues, il 
suffit d’avoir egard a la formule (i) du Chapitre IV (§ I). Cette formule, 
donnee pour la premidre fois par Lagrange, pourrait facilement se deduire 
des principes exposes dans le paragraphe I du Chapitre III. En effet, desi- 
gnons par 

(l) u:=z a bx -h 

la fonction cherchee, et par 


Uqj Uif • * >9 ^^n—i 

ses valeurs particulieres correspondantes aux valeurs 

'^0> • 9 

de la variable x. Les inconnues du probleme seront les coefficients a, b, 
€, . . h des diverses puissances de a? dans le polyndine u; et Ton aura, pour 
determiner ces inconnues, les equations de condition 



^^0 

= a -1- bxQ 

-+-CXI 

4". , 



1 «. 

“ a 4- bxi 


4- . ■ 

. . 4~ A x'^ ^ , 

( 3 ) 

1 ^^2 

= a H- bxz 

4- cxl 

4~ » ■ 


1 

1 

^=za^+' bxn-^ 

1 + c^«-l 

t 4- . . 



Cela pose, pour obtenir la valeur explicite de la' fonction a, il s’agira unique- 
meat d’eliminer les coefficients a, b,Cy . . A entre les formules (i) et (2). 
On y parviendra en ajoutant Tequation (i) aux equations (2), apres avoir 
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muiliplie ces dernieres par des quantiles choisies de maniere a faire dispa 
raitre la somme des seconds membres. Soienl 


ies qiiantitds dont il s’agit. On trouvera 


U Xq Uq 

Xi Lt^ — X 2 ^2 — * * • — 

X/t_i lln—\ 




^ (r 

- x„ - X. 

— X, — 


x„_ 

-i)a 


1 

0 

1 

-a7,X2 

. — Xn- 

..X„_ 



— iCjXo —^ 1 X 1 

X'^ • . 

• — 

.X„_ 

i)c 

-f- 






-f- {x'^- 

>-<-‘Xo-a5r‘x, 


' • — 

} x„-. 

,)/« 


et, par suite, 

( 3 ) U HZ Xo -H Xj It I -h X2 ^2 X;i— 1 

attendu que Ies quantiles 

Xo, X„ X2, X,.., 


devront 6tre assujetties aux equations de condition 



' Xo+ X, 

-f* X 2 H- . . 

■ • X/i 


i Xq Xq H- CCx Xi 

-h X^ X 2 H- • ■ 

. . Xfi^i X/i. 

(4) 

j 4.?,Xo+^?X, 

-1-^272 X 2 ~f- • 

. . -f- x\_ j X,^ 


f 

, Xo -f- x'l~^ X, + x%-^ Xa + . . 

. -+- ^%Z\ X/i_ 


Si I'on resout ces nouvelles equations par la methode exposee dans le Cha 
pitre III (§ I), on obtiendra les formules 


{x — Xx) {x — ^ 2 )-* — ^^n-\ ) 

{xq — x^){Xq — x^), . .[xq — x,,_^y 

{X — • ^ 0 ) {X —X. 2 ), , .{X — 

( Xi Xq ) ( Xi Xq ) • • • ( ) 


\ 1 '^0) {^n—l ) • • • 1 ) 

en veriu desqaelles l*6quation (3) se r^cluit a la formole de Lagrange. 


(5) 


Xo 

H= 
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Au reste, la formule de Lagrange est comprise dans une autre plus gdne- 
rale a laqaelle on se trouve conduit, lorsqu’on clierche h. determiner, d’apres 
un certain nombre de valeurs parliculieres supposees connues, non plus une 
fonclion entiere, mais une fonction rationnelle de la variable Concevons, 
pour fixer les idees, que cette fonction rationnelle doive etre de la forme 

a bcc 

a •+ 6^ H- . . .4- 0^"^ 


Alors les inconn ues du probleme seront les coefficients 


a, b, Cy h, a, 6, y, 


e 


ou, pour mieux dire, les rapports 


a 6 y 6 

a a a a 


a b c h 

a a a a 


dont le nombre est n-\-nu 11 est aise d’en conclure que la fonclion n sera 
completeraent determinee, si Ton en connatt n-\- m valeurs parliculieres 

( 7 ) ^^ 0 ? • • •> ^n-^rn—U 

correspondantes ^ /z -i~ m valeurs 

( 8 ) Xq, ^ 1 , 

de la variable x. On arrive encore aux m^mes conclusions, en faisant voir 
qu’une seconde fonction rationnelle de la forme 

, . -h b' X -h c'x^-+- . . h' 

^ oc' -i- X y' X- . .-r 6' 

lie pent salisfaire aux mdmes conditions que la premiere, sans lui etre iden- 
tiquement egale. Supposons, en effet, que les fractions (6) et (9) deviennent 
egales entre elles pour les valeurs parliculieres de x comprises dans la 
serie (8). L'dquation 

( {a -h b X ^ /i x^~^) (<x^ -h S'x 4- . . . H- 

(10) 

( ~ (a^~h b^x-h, . .4-^^^"“*^) (a4-^^4-...4--^ = 0 , 
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siibsistant alors pour n-^-rn valours do la variable, tandis que son degr6 reste 
inferieur sera n^cessairement une Equation identique; d’ou il suit 

qu’on aura identiquement 


a-^ bx -\- hx^-^ b' x -f- 

a ^x y x^ , .-{-Qx^*^ a.' x y’ x- Q' x”^ 

On ne-peut done resoudre que d’une seule njaniere la question proposee. On 
la resouclra effeclivement on prenant pour valeur generale de u la fraction 


( X — ){X — ) •• .{x — X,,,^ri-\ ) 

( -^0 ) * • • ( *^0 ) • • • ( ^ nt-^i ) • • • ( ^ m ) 

(^0— (^1 — ^) . . . {x„^^^ — x) 

( *^'’o m ) • • • ( *^0 ^ ni+n—\ ) * * • ( ^ ni—\ ) • • * ( ^ m — 1 ^ rii-^n—i ) 


(Ians laquelle le d^nominateur doit 6Lre remplace par I’unite, lorsqii’on sup- 
pose m=:o, et le num^rateur par le produit • • • if'nn lorsqii’on suppose 
/i zz: I . Cela pos6, on trouvera, pour m o, 


(I2) 


__ {X — X^) {X — X^) . , .{X — ^n-x) 


pour m i=:i, 


i3) 


{x — X^) {x — X^) , . . [x — Xn) 

^ ^ {Xq~x^) (^ 0 —^ 3 ) . . . (^ 0— (^1 — ^ 2 ) (.ri — ^ 3 ) • . ■ (<^1 — ^/i) 

Xq — X X^ — X 

( «^o *^1 ) ( ^0 '^2 ) • • • ( *^0 >^0 ) ( ■^1 *^’2 ) • • * ( ^ n , ) 


pour « = I, 


^ ^ m {xq— x){x^-- x) . . . {x,n-x — ^‘) ^ 

lh“ ■ Ihn-i ^ ^ ^ -- X,n ) ‘ “ 

Dans chacune des formules prdeddentes, on compidtera sans peine le numd- 
rateur ou le d^nominateur de la fraction qui repr6sente la valeur de m, en 
ajoutant au premier terme de ce numerateur ou de ce d^nominateur lous 
ceux qu’on pent en d6duire ^ I’aide d’un on de plusieurs ^changes opdr^s 
entre les indices. Par exemple, si Ton suppose en m^me temps /nm et 
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Wo Wi 




( 1 — ^2 ) 


U. Wc 


(oSq X^) (^2 


■ III 11-2 


(^•1 — j :- o )02— 


X., — X 


x^~ 


' (.^0 — ^\) (•'^■0” -^ 2 ) ^ (^1— • -^o) ■ (cTg — Xo) {^Ts — . 2 :^ 1 ) 


II est bon do remarquer que Ja formule (12) est cede de Lagrange, et que 
pour eii ddduire la formule (i 4 ) il suffiL de remplacer n — i par m, puis de 

prendre pour iuconnue la fonction -> supposee entiere, au lieu de la fonc- 
lion w. 
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NOTE VI. 

DES NOMBRES FIGURES. 


On appelle nombres premier, du second, du troisieme ordre, etc. 

ceux qui servent de coefficients aux puissances successives de ^ dans les d^- 
veloppements des expressions 

( I -h .... 

Cette definition fournit un moyen facile de les calculer. En effei, nous avons 
prouve, dans le Chapitre VI (§ IV), qu'on a, pour des valeurs reelles quel- 
conques de [j. et pour des valeurs num6riques de a? inferieures a Tunile, 

\ I 1.2 

(!) 

p.(fx— «H-I) , 

______ ^ , . . . . 



Si dans rdqualion precddente on pose |LjL=r~(/?z- 4 -i), m designant un nombre 
entier quelconque, on trouvera 


(^0 


I (r -t- zz: 


m -h T {m i) (ni -\~ 2) ^ 

X ^ __ ^ 

T 1.2 

{rn -h i) ( m 2) , . . {m n) 

j^n 

I . 2 . 3 . . . /^ 


Comme on a d’ailleurs 6videmment 


( m H- 1 ) ( /yz 4- 2 ) . . . ( /?z -h /I ) 

1 . 2 . 3 . . . /i 


r . 2 . 3 . . .' m ( H- I ) . . . ( /yz 4- /y) 
( 1 . 2 . 3 . . . ;yi ) ( 1 . 2 . 3 . . . /I ) 

( /z -+- i) ( /z 4- 2 ) . . . ( yy -4 ) 

1 . 2 . 3 . . . yyz ’ 


( 3 ) 



NOTE VL 


il en resulte que Tequation ( 2 ) peut s’ecrire ainsi qu’il suit : 


(i-H ^)“ 


1 . 2 , 3 . . . 2 , 3 . 4 . . . ( -I- I ) 

1 . 2 . 3 . . . 7>l 1 . 2 . 3 ... 771 


(4) < 


3. 4 . 5.'.. ( 77 ? 4 - 2 ) _ 

I . 2 . 3 ... 771 •••-!- 

( 77 -H I ) ( 72 -4- 2 ) . . . ( 77 4- 777 ) 

I . 2 . 3 ... 777 




I . 2 . d . . . 777 


Les coefficients uumeriqiies des puissances successives de jo dans le second 
membre ch^ cetie derniere formule, savoir 


1.2.3... 777 2 . 3 . 4 . . • ( fn H- i ) 

1.2.3. 77/’ 1. 2. 3 ... 777 ’ ’ 


72 ( 77 -4- T ) . . . ( 72 -4- 777 — I ) 
I . 2 . 3 ... 777 


sont precisement les nombres figures de I’ordre 777. La suite de ces memes 
noml)res ou la s6rie (5) s’etend a I’infini. Son lerme, c’est-k-dire la frac- 
lion 

77 ( 77 -h l) . . . ( 77 4 777 — I) 

I . 2 . 3 ... 777 


est k la fois le coefficient numerique de dans le developpement de 
(I + (H le coefficient de dans le developpement de (i -4- 

De plus, si dans la sdrie (5) on fait successivement 

777 "r: l , 777 2, 772 3, . . . , 

on obtiendra : r“ la suite des nombres naturels ou figures du premier ordre 
I, 2, 3, 4, •••> •••’ 


2 “ la suite des nombres qu’on nomme triangidaires ou figures du second 
ordre, savoir 

77(77-4-1) 

1 , 3, 6, 10 , — — ' — ’ ***3 


3® la suite des nombres qu’on appelle pyramidaux ou figures du tioisieme 
ordre, savoir 

72(77 -4-1) (/i + 2) 

4, 10, 20, YT 276 ’ ** ' 
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Si Ton ecrit ces differentes suites au-dessus les unes des autres, en les faisant 
prececler par une premiere suite composee de termes tous egaux a I’unite, 
et placant, en outre, le premier terme de chacune d’elles sous le second 
terme de la suite immediatement sup 6 rieure, on obtiendra le Tableau sui-> 
vant : 

r, I, I, I, I, 

1 , 2, 3, 4? • • • > 

j, 3, 6, 


Les nombres renfermes clans la (/^ colonne verticale de ce Tableau 
sont les coefficients, de la puissance cTun bin 6 me. Pascal, dans son 
Traite du triangle arlthmetique, a donne le premier la loi de formation de 
ces rn^rnes nombres. Newton a fait voir ensuite comment la formule etablie 
d’apr^s cette loi peut Hre etendue h des puissances fractionnaires ou nega- 
tives. 

Plusieurs proprietes remarquables des nombres figures se cieduisenl imme- 
diatement de la formule ( 4 ) du Chapitre IV (§ III). Concevons, par exemple, 
cpie, apres avoir remplace dans cette formule n par n — i, on y suppose 

^ ™ -h I , y =: -h- i, 

m, m' etant deux nombres entiers quelconques, on trouvera 

j (m -i- ni' -+■ 2 ) i.m 3 ) - . . f m -}- ni' -h n ) 

I . 2 . 3 . .. {/I — I ) 

(m -h I ) (m -h- 2). . .( m -h n — i ) 

1.2.3. . .(n — 1 ) 

( m -h I ) { /?2 -h 2 ) . . .(m-hn — 2 ) m^-h i 
X . 2 . 3 . . .(n — 2) I 

+ 

m -h 1 (m' -h x) ( -h 2) . . .(m' -h n — 2 ) 

I I . 2 . 3 .. .(n — 2 ) 

( m' 4 - I ) ( /n' -h 2 ) . , .(nd-h 72 — i ) ^ 

1 . 2 . 3 . . .{n — 1 ) ^ 
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puis, en faisant jji’— o. 


( 8 ) 


I {/n H- (/n -f-3). . .(m -]- /2.) 

I . 2 . 3 . . . ( /i — I ) 

{m \ ) {m ■+■ ‘y.) . . , { m n — i ) 

1 . 2 . 3 . . . ( /I — I ) 

^ { m { ni -\- i) . . .{m Ti — i) 

1.2.3.. .{n — 2 ) 

-4- 

! m 

\ + — + 


l)e meme, si, apres' avoir remplac6 dans la formule (4) (Chap. IV, § III) 
n par ti — i, on fait en outre 


xzzzm-hi, jrz— (m'-f-i), 

on en conclura 

■/ {m — m' ) ( rn — m' -hr). . .{m — /n' -f- /2 — 2 ) 

1 . 2 . 3 . . . ( /i — I ) 

I _ ( 0 ^ ^ “H 2 ) . . . ( m — I ) 

I 1 . 2 . 3 . . . ( /i — j ) 

I ( m -H I ) ( /??. -h 2 ) . . . ( m -4- /^ — 2 ) 1 

( 9 ) / 1 . 2 . 3 ... (/I — 2 ) 1 

4- 

772 -h I [ m ' l)m‘ . . . ( 77 ?/ — 72 4- 4 ) 

1 I . 2 . 3 . . . ( 71 — 2 ) . 

I ^ ( m' -h i)ni' ... ( m ' — /z 4- 3 ) 

\ I . 2 . 3 . . . ( 7Z — I ) 

Lorsque dans I’^quation pr6c6dente on suppose m'^m, et en m^me temps 
n “ m' 4 - 2 , on troiive 



( 771 4- I ) . . . ( 272 4- n — l) m' 4- I ( 7?2 4- i) . . . ( 4- 77 — ■ 2 ) 

r . 2 . 3 . . . ( 77 — I ) I J . 2 . 3 . . . ( 77 — 2 ) 

( m' 4- l) 772' ( 772 4 - I ) . . . ( 772 4 - 77 — 3 ) 
J.2 1.2.3. ..(/7 — 8) 


772' 4- T ( 772 4- I ) . . . ( 772 4- 77 — 777' — ' I ) 
I I . 2 . 3 . . . ( 77 — 777' — l ) 

(777 4 - 0 - • ^0 

1^ 2.3 . . . ( 72 — 772' — 2 ) 
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Enfin, comme les equations (8) et (lo) peuvent s’ecrire ainsi qu’il suit 


(lO 


j .2.3. .. m 2 .3 .^. . . (m 
i . 2.3 ... /n i . 2 .3 ... ni 

n{n i) . . .{n ~h m — 0 n{n -h i) . . .{n rn) ^ 

i .2.3. . . fn 1 . 2 . 3 . . . ( /?2 H™ 1 ) ^ 


’ n. . n m — i ) ;??/ -f- i ( /^ — i 'i . . . ( n- /??. — 2) 


0 — 


(J2) 


.2.3 ... m I i . 2 .3 . . . jn 

;>/-+- 1 (/? — m') ... iji rn — in ' — t) 

I I . 2 . 3 ... 7/1 

(n — m' — i). . .(n - 1 - 7 ?? — m' — 2 ) 

± , 

I . 2 . 3 ... 777 


il est clair qu’elles entraineront les deux propositions que je vais enoncer : 

TufiORfeME 1. — St, apres avoir forme la ^uite des nombres figures de 
Vordre rn, on ajoute les tins aux aiitres les n premia's termes de cette suite, 
on obtiendra pour somme le nombre figure de Vordre m h- i. 

TiifioiifeME II. — • Si Von designe par m, m' deux nombres entiers assujettis d 
la condition 

ni' ~ m, 

et que dans le developpement de (r — on remplace les puissances sac- 
cessives de x par m ' 2 termes consecutifs pris dans la suite des nombres 
figures de Vordre m, on obtiendra un resultat egal d zero. 

Corollaire 1. — Si I’on suppose que les clillerents termes de la suite 

(13) a^, a^, a^, ..., a,„ ... 

representent successivement les nombres naturels, les nombres trian^ulaires 

I 

et les nombres pyramidaux, on irouvera dans le premier cas 

(14) Cln~ O, 

dans le second 

( 1 5 ) 3 -+■ 3 a,i^<^ Up . 3 m O 9 

el dans le troisieme 

( 16 ) Up 4 1 b Up _2 — 4 —3 n. 
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La premiere des equations qui precedent se confond avec la formule (3) du 
Chapitre XII (§ I). 

Corollaire II. — Si Ton d^signe generalement par 
(l3) <!7 q, Cl<i^ ' • • • • 

les nombres figures de I’ordre m, 

(17) aaX^, 

sera line serie recurrente dont Techelle de relation aura pour termes les 
quantitds 

. t 7 i + T {m-\~\)in ( m H- 1) m ( m — i ) 

( r b ) I , ) H 5 5 ? 4- . . . , 

1 1.2 1.2.3 

c’est-a-dire les coefficients des puissances successives de x dans le develop- 
pement de (i — Ainsi, par exemple, la s6rie 

I, Zxy 6 x^, JOX^, ..., 

dans laquelle les puissances successives de x ont pour coefficients les 
nombres triangulaires, est recurrente, et son 6cbelle de relation se com- 
pose des quantiles 

I, — 3, 4-3, — I . 

Parmi les propriet6s principales des nombres figures, on doit remarquer 
encore celles que pr6sentent les equations (7) et (9), lorsqu’on leur donne 
les formes suivantes : 

I n ( n ~h i) . . . ( /I -+- m -h m') 

1 .2 . 3 . .. {m -h m'-h i) 

n(n -h r) . . . (n -j- 7 ?i — i) 1.2.3... 

1 . 2 . 3 . .. m 1 . 2 . 3 . .. m' 

(n — i)/i. . .(/i -h 771 — 2 ) 2 . 3 .{\. . . (m^4- 1) 

1 .2. 3 - . . /?i \ .2 .3 . , .rn^ 

4- 

I . 2 . 3 ... -^2 7l{n -\-l) . . .{71 77 l' — I ) 

4 0 O 1 ’ 

1 . 2 . 3 . . . 1 . 2 . 3 . . . m' 
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m 

i /?(/l -h l) . . . (/i + m — 722 ^ — 2 ) 

1 . 2 . 3 . . . (m — /?l^ — 1 ) 

_ /? (/I -h i) . , .(n -h m — 0 m' -f- 1 (/i — i) /i . . . (n -h — 2) 

1 . 2 . 3 . . . m I 1 . 2 . 3 . . . 

(20) < + 

( m' H- I ) . . . ( — /I 4- 4 ) 2 . 3 . 4 1 ) 

1 . 2 . 3 . . . ( /^ — 2 ) ^ 1 . 2 . 3 . . . 

( m' -h r) . . .(m.' — /i -h 3 ) 1 . 2 . 3 . . . m 
1 . 2 - 3 . . - ( /i — I ) I » 2 . 3 . . . fit 

Ajoutons que, clans la‘ suite des nombres figures de fordre n, lo (/i 4- 
terme equivaut a la somme des carres des coeflicients que renlerme la 
^i^mo puissance d’un bindine. En effet, si dans la formule (2) (Chap. iV, 
§ III) on suppose k la fois oc — n, y on trouvera 


/ 2 /I ( 2 /? — 1 ) . . . ( /?^ 4-1 ) 
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DES SERIES DOUBLES. 


ll-Of Wi, • • • » 

<, <, 

**’••>••)••• 

(les (|uantites quelconques rangees sur des lignes horizontales et veriicales, 
dc telle maniere que chaque s6rie horizonlale ou veriicale renferme une 
infinite de termes. Le sysleme de toutes ces quantiles sera ce qu’on peut 
appeler une serie double; et ces quantiles elles-m^mes seront les differenls 
termes de la s6rie, qui aura pour terme general 


Soient 

(0 


,Am) 


m, n designant deux nombres entiers quelcoiiques. Cela pose, concevons 
que ron repr6senle par 

la somme des termes de la serie (i) qui se trouvent compris dans le Tableau 


suivant 

1 Ih, 

Iti, 

^ 2 , 

. . . , 1 , 


\ 


U'n, 

. . . , ^n-i 7 

(2) 


u\, 

« 2 > 

. . • , ^n -17 


f 


' ' 7 



\ 64 0 j 

66 J , 

662 , 

jAni-i ) 


e’est-a-dire des termes qui portent a la fois un inclice inferieur plus petit 
que n et un indice sup6rieur plus petit que m. Si la somme des termes res- 
tants, pris en tel ordre et en tel nombre que Ton voudra, devient infmimeni 
petite pour des valeurs infinim^nt grandes de m et de /i, il est clair que la 
somme et toutes cedes qu'on pourra en deduire en ajoutant a quel- 
ques-uns des termes exclus du Tableau ( 2 ), convergeront, pour des valeurs 

OEuures de C. — S. U, t. III. 



COURS D’ANALYSE. 


m 

croissantes de m et cle n, vers une lirnite fixe 5 . Dans ce cas, on dira que la 
serie (i) est con^ergente, et qu’elle a pour soinme la lirnite Dans le cas 
contraire, la serie (i) sera dwergente, et n’aura plus de somme. 

Lorsque les termes excliis du Tableau ( 2 ), etant ajoutes les uns aux autres 
en nombre arbitraire, ne donnenl jamais, pour des valeurs infiniment grancles 
de m et de /i, que des sommes infiniment petites, on peut en dire autant a 
fortiori de ceux d'entre les memes termes qui appartiennent a une ou^plu- 
sieurs colonnes horizontales ou verticales du Tableau (i). II suit immediate- 
ment de cette remarque que, si la serie double comprise dans le Tableau ( 1 ) 
est convergente, chacune des series simples comprises dans les colonnes 
horizontales ou verticales du ineme Tableau le sera pareillement. Desi- 
gnons, dans celte hypolhese, par 

/ 

^(m) 


le r6sultat qu’on obtient en ajoulant les sommes des m premieres series 
horizontales du Tableau (i), c’est-a~dire les m premiers termes de la s^rie 
simple 

( 3 ) Uq-\- III -h U 2 ~^ • - • y Uq III ‘ y llQ-i-ll'[-hll''^-^..., 

* 9 y 

et par 

le resultat qu’on obtient en ajoutant les sommes des n premieres series ver- 
ticales, c’est-a-dire les n premiers termes de la serie simple 

(4) I-Iq H- Uq -h -f- . . . , -h ll'i ~h III -h H" ^^'2 ^^2 ”1” . . . , 

> > * • • > 

sera evidemment la lirnite de fexpression pour des valeurs crois- 
santes de et Sfj, la lirnite de la mc^.me expression pour des valeurs croissantes 
de 772. Par suite, il suffira de faire croitre ind6riniment m dans et n clans 
. 5 ^ pour faire converger et vers la lirnite On peut done enoncerla 
proposition suivante : 

Tfl^iORfeME L — Sapposons que la serie double comprise dans le Tableau (i) 
soib conoergente: et designons par s la somme de cette serie. Les series ( 3 ) 
et (4) seront egalement comer genteSj et chacune d’elles aura encore pour 
somme la quantite s. 

Concevons maintenant que les valeurs num6riques des quantit6s comprises 
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dans le Tableau (i) soient respectivenaent designees par 

pi, P 2 , • • • , 

Pi J p2J * • • > 

pi, Pjj, • • • , 

. . , . . , .... 

Les termes du Tableau (i) qui se trouvent exclus du Tableau ( 2 ), etant 
ajoutes les uns aux autres en tel nombre que Ton voudra, fournironl evi- 
deniment une somme inferieure ou tout au plus 6gale (abstraction faite du 
signe) a la somme des termes correspondants du Tableau (5). Done, si, pour 
des valeurs infiniinent grandes des nombres m et /i, cette derniere somme 
devient infiniment petite, il en sera de meme a fortiori de la premiere; ce 
qu’on peut encore exprimer en disant que, si la serie double comprise dans 
le Tableau (5) est convergente, la serie (i) le sera pareillement. J’ajoute 
qu'on sera completement assure de la convergence de la s6rie double com- 
prise dans le Tableau (5), toutes les Ibis que, les series horizontales de ce 
Tableau 6tant convergentes, leurs sommes, savoir 

(6) PoH- pi H- P 2 -+- • • •> Po"^Pi + P2'+'* • '» Po’+‘Pi'^P2"+"* • -9 



formeront elles-m^mes une s6rie simple convergente. En effet, soil, dans 
cette bypothese, e un nombre aussi petit que Ton voudra. On pourra choisir 
m assez considerable pour que I’addition des sommes 

pirn) ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 


et, par suite, celle des termes du Tableau (5) affectes d’un indice superieur 
au moins dgal ^ rn, ne produise jamais un r6sultat plus grand que js. De 
plus, le nombre m 6tant determine comme on vient de le dire, on pourra 
encore, puisque chacune des series horizontales du Tableau (5) est conver- 
gente, choisir n assez considerable pour que chacune des sommes 

Pri ”+• Pn-hi H- Pn+2 ■+-•••» 

Pn + P^+1 P'n+2 H" • • • > 



soit egale ou inferieure ii auquel cas I’addilion des termes qui, dans le 


( 5 ) 


Po» 

p'o. 

p'^ 



444 


COURS D’ANALYSE. 


Tableau (5), portent iiii indice superieur plus petit que m et un indice infe- 
rieur au moins egal a n, ne produira jamais un resultat plus grand quo U. 
Les deux conditions precedentes etant remplies, !! est clair que, dans la 
serie (5), les termes affectes d’un indice superieur au moins egal a m et 
d’un indice inferieur au moins egal a n ne pourront donner par leur addi- 
tion mutuelle qu’une somme tout au plus egale a e. Done- cette somme 
deviendra infiniment petite, si Ton attribue aux nombres m et n des valeurs 
infmiment grandes, puisque alors il sera permis de faire decroitre s au dcia 
de toiite limite assignable. Done riiypothese admise entraine la convergence 
de la serie (5), et par suite celle de la serie (i). En combinant ce principe 
avec le premier theoreme, on en deduit une noiivelle proposition que je vais 
enoncer. 

TnfiORfcME II. — Supposons que, toutes les series horizontales da Tableau (i) 
etant comber gentes, leurs so rn tries, savoir 

(3) (^0 ”<“•*• ) ^^0 *+* ■+“ ^^2 • • * > ^^0 u'i • y 

> * > ■■••••» 

forment encore une serie concergente, et que cette double propriete des series 
horizontales subsiste dans le cas mime oic Von remplace chaqae terrne da 
Tableau {i) par sa valeur niimerique. On pourra des lors affirtner : que 

toutes les series verticales sont confer gentes ; 2 ° que leurs sornmes, sa^wir 

( 4 ) Uq -jr U Q -j- U Q . y Ui U ^ y Uq~\r U^ -f- -H . • • , 

> • • > y 

forment encore une serie convergente; 3® enfin que la somme de la serie (4) 
est precisement egale d celle de la serie (3). 

Corollaire L — Le thdorerne precedent subsiste lors m^me qii’on suppose 
quelques-unes des series horizontales ou verticales compos^es d’un nombre 
fini de termes. En effet, chaque serie de cette espece peut ^tre consideree 
comme une serie convergente ind^fininient prolongee, mais dans laquelle 
tous les termes dont le rang surpasse un nombre donne s’evanouissent. 

Corollaire 11. — Soient 

( Uq, Uiy W2, ^^3, * • • , 

(7) 

( ^09 ^ly Ca, 

deux series convergentes qui aient respectiveinent pour sornmes les deux 
quantiles s, 5 ', et dont chacune reste convergente lors m6me qu’on r^duit 
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ses diflferenls lermes a leilrs valeurs niimeriqueSi Si Ton forme le Tableau 

•••» 

W2^1, ..., 

. Wo ^ 3 , . . *, 

• » * 9 

on reconnaitra sans peine que les series horizontales de ce Tableau jouissem 
des proprietes 6noncees dans le theoreme 11, et que leurs sommes sont res~ 
peclivement 

( 9 ) ^2-?, 

Par suite, en vertu du th6oreme II et de son premier corollaire, les sommes 
des series verticales, savoir ^ 



(lO) 


( Wo ^0 J Wo ei -f- Wi {’o, ^/o <'2 H- Wi ei -h w^ (^o> • • • > 

I Wo -h Wi i’n-i H- • • • -H e.i -H w„ ^o, . . . , 


formeront une nouvelle s6rie convergente; et la somme de cetle nouvelle 
serie sera 6gale a celle de la s6rie (9), c'est-k-dire 6videmment au produit 
On se trouve ainsi ramen<§ par la consideration des series doubles au theo- 
reme VI du Chapitre VI (§ III). 

Corollaire IIL Si Ton appelle x le sinus d’un arc compris entre les 

7 T TT 

limites — -? et sa tangente, on trouvera 

— .^(l— 

v/ 7 =l? 

Cela pose, puisque, en vertu de la formule (89) (Chap. IX, § II), on a, pour 
des valeurs numeriques de ^ inferieures h I’unite, 


arc tang4; 



on en conclura, pour des valeurs numeriques de x inferieures a — ? 


arc sin^ =: arc tang;r(T — x^) 


=. x{l — X“) 


x^ 




.(i — w;2) 


2\ 2_ 


■ x^) 
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ou, ce qui revient au meme, 

3 . 3 ?^ 3.5 . 3 ?^ 3 . 5.7 

arc sin 3 ? jr h ^ H ^ — h h . . . 

26 2.4 D 2. 4. 67 

5 .r® 5,7 .r" 

3 2 5 2.4 7 



Gomme les series horizontales comprises clans le second membre de Tequa- 
tion precedente remplissent evidemment les conditions enoncees dans le 
th 6 or 6 me II, lanl que la variable x conserve une valeur numerique inferieuro 

a “^5 il en resulte que cetle equation peut s’ecrire ainsi qu’il suit : 

V^* 



i)e plus, si dans la formule (5) da Chapitre IV (§ III) on attribue a / la va- 
leur negative ~ 2, et a ^ rune des valeurs positives 3, 5, 7, . . ., on en lirera 

3 1 

2 2’ 

^ _ 5 _ 1.3 

2.4 2 2.4^ 

tJ 7 __ __ 1 . 3.5 

2.4.6 2.4~^2 ^ 2.4.6’ 


et par suite on trouvera definitivement 


buccessiveineiJL 


(n) 


7.5.3 


(12) 


I 


arc sma^ =: x ~\ rr -H 

2 3 


1.3^® 
2.4 5 


T . 3 , 5 .r ' 
2.4.6 7 



^ — H- 
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II esL facile de prouver, a Taide du Calcul infinitesimal, que celte derniere 

equation subsiste non seulement, entre les limites ^5 

\/2 \/2 

mais aussi entre les limites x — — i, 

Corollalre IV, — • En vertu de la formule ( 20 ) (Chap. VI, § IV), on a, pour 
toutes les valeurs de x renferm^es entre les limites — i et 4 - i, 


(i - 1 - x )^ — r 


X- 


x^ 


2 


■ f.) ( 


ou, ce qui revient au meme, 



T 

I . 2 


I 

2.3 




4 


Comme les series liorizontales que comprend le second membre de I’equa- 
lion precedente remplisseni les conditions dnoncdes dans Je theor^me II, 
tant que la variable x conserve une valeur num6rique inf^rieure a Funite, il 
en r6suUe que cette equation peut s’6crire ainsi qu’il suit : 



\ 4- 

{x = ~j, 

Mais on a dejk trouve (Chap. VI, § IV, probl^me I, corollaire II) 


I etant la caracteristique des logarithmes n6periens. Les formules (i3) et 
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(i4) devant s’accorder enlre elles {voir le iheoreme VI du Chapitre VI, §IV), 
on en conclura, pour toutes les valeurs de cc renfermees entre les li mites — i 
ot 4- 1, 


yy>2 

y . . iX/ <Au tX/ 

= — + y - 




(i5) 




I \ iT** 


+ 


1 x\ 

•I 5 ) T 


I 




/L I / /I 


r \ cc* 


1.23 \I.2 1.3 2.3/4 


Dans ce qui precede, nous n’avons considere d’autres series doubles, ‘coii- 
vergentes ou divergentes, que celles dont les cliff6rents lermes sont des 
quantit6s rdelles. Mats ce qui a 6te dit k regard de ces series peut egalement 
s'appliquer au cas ou leurs lermes deviennent imaginaires, pourvu qu’alors 
on derive partout expression iniaginaire au lieu de qaantiUj et module au 
lieu de valeur niimerique. Ces modifications etant admises, les lh6or^mes I 
et II subsisteront encore. C’est ce que I’on ddmontrera sans peine, en s’ap- 
puyant sur le principe suivanl : 

Le module de la somme de plusieurs expressions imaginaires est toujours 
inferieur a la somme de leurs modules. 

Pour etablir ce m^me principe, il suffit d’observer que, si Ton fait 

p(cos0 -\-\J — I sin 0)+p'( cos0'-i- v/— I sin 
= R(cosT ~h v/““ 1 sinT), 

p, p', . . ., R designant des quantiles positives, on en conclura 

R2zz: (p COS0 -4~ p' COS 0^4-. . . 4- (p sin 0 4- p'sin0'4- . . .y 
n: p 2 4 - p' 2 _j__ 2pp'cOS(0 — 0') 4- . . . 

<C p“ 4- p^^ 4- ... 4” 2 pp^ 4-" . . . (p ~h 4-...)', 


et, par suite, 


R <C p 4” p^ 4~ .... 



NOTE VIII. 


m 


NOTE Vlll. 


SUR LES FORMULES QUI SERVENT A CONVERTIR LES SINUS OU COSINUS DES MULTIPLES D^UN ARC 
EN rOLYNOMES DONT LES DIFFERENTS TERMES ONT POUR FACTEURS LES PUISSANCES ASGENDANTES 
DU SINUS OU COSINUS DE GE MEME ARC. 


Les formules dont il est ici question sont celles que nous avons construites 
en resolvant les deux premiers probl^mes enonces dans le paragraphe V du 
Chapitre VII, et qui s’y trouvent affect6es des numeros ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ), (6), 
(9), (10), (ii) et(i2). Elies donnenl lieu aux remai'ques suivantes. 

D’abord, si, dans le calcul k Taide duquel on etablit les formules ( 3 ), ( 4 ), 
( 5 ) et (6), on substitue aux equations (12) du Chapitre VII (§ II) les Equa- 
tions (24) du Chapitre IX (§ II), on reconnaitra immediatement que les 
memes formules subsistent dans le cas ou Ton remplace le noinbre entier m 
par une quantity quelconque fx, tant que I’on suppose la valeur numerique 

TT 

de z inferieure h y Ainsi on aura, dans cette hypoth^se, 

4 


(0 


(2) 


et 


( 3 ) 


( 4 ) 


a.LL . „ (UL -h 2) u,u(u — 2) . . 

costxz = I — 1— - 4 - ^ i sirr^; 

^ 1.2 1. 2. 3. 4 

+ — 2 )(f 4 ~ 4 ) 

TXsXO " ■ 


SlUfL; 


= COS5 


1 . 2.3 


3 1 p. sm.3 ~ ^ sin^z 

(f^+4)(fX + 2)/x(^ — 2)(^ — 4) 


COSjUL^ = C0S5 I- 


sinpt.^ =: yi sin^ • 


I. 2. 3. 4. 5 

iMliliiiZL!) siiV- 


sin '’5 — • 


...] 


1.2 


I .2.3.4 

(fL- 4 -i) — 




[ . 2.3 


sin"* 


j .2. 3 . 4-5 


sm^<s 


OEuvres de C. — S. II, t. III. 


3 ? 
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De plus, en vertu des principes etablis dans le Chapitre IX (§ II) et dans la 
Note precedente, on pourra developper, non seulement cospi^ et sin ijlz, mais 
aussi les seconds inembres des fornmles (x), ( 2 ), (3), (4), suivant les puis- 
sances ascendantes de fj.; et, comme les coefdcients de ces puissances devront 
alors ^.tre les memes dans le premier et le second membre de chaque formiile, 
on obtiendra, en comparant deux a deux les coefficients dont il s’agit, line 
suite d’equalions parmi lesquelles on distinguera cedes que je vais ecrire : 


( 6 ) 


2 

3 “4” 


1 sin^^ 

— sin^ H ^ 

2 3 


2.4 sin®: 
375 “TT 

1.3 siffix 


7T 

4’ 


2.4 5 

Nous supposerons toujours ici la variable 5 comprise entre les limites 

TT 

-h 7 * Mais on d^montre facilement ii I’aide da Calcul infinitesimal que, sans 
4 

alterer les equations (i), ( 2 ), (3), (4), (5), (6), on peut y laire croitre 

7t 

la valeur num(§rique de 5 jusqu’a Ajoutons que, en prenant sin - x, on 

fait coincider I’equation (6) avec la formule ( 12 ) de la Note VII, et Tequa- 
lion (5) avec la suivante : 

^2 2.4 •' 2 ?® 2 . 4.6 

(arcsinxr)^ — ^ ^ . 

02 0.5 3 6 .0 .'j L\ 


Cette derni^re se trouve dans les Melanges d' Analyse, publics en 18 1 5 par 
M. de Stainville, r^pdtiteur a TEcole royale Polyteclmique. 

Concevons a present que, dans les formules deja citees du Chapitre Vll 
(§V), on attribue h la variable une valeur imaginaire. On conclura sans 
peine des principes ddveloppes dans le Chapitre IX (§ III), qu’elles ne ces- 
seront pas d’etre exactes. Supposons, par exemple, 

Z ziz\/-- I Ix^ 


I 6tant la caract^ristique des logarithrnes neperiens. Comme on aura, dans 
cette hypoth^se, 

COSS =: - e~^^) ■=: - (x + 7 V 


smx 


s/" 




lx _ 


o — lx 




I 

- h 


2 


2 


X 



NOTE VIII. 


451 


el generalemeat {n designantim nombre entier quelconque) 


1 / „ I 

0 , 0 % nz m - ( x^-\ 

2 \ X' 


\/— if.. I 

sin/z5 = ^ { x^^ 

2 \ X' 


on tirera des equations (3), ( 4 ), (5), ( 6 ) (Chapitre VIl, § V) : i° pour des 
valeurs paires de m, 


(7) < 


( L ::3: 2 r I — 

] X>>^ 1 2. 


4\ 2.4-b.8 \ x) 


(B) 


I / I \ 772 

\ ^ / I 2 V X 


( 772 -H 4) ( 772 -h 2 ) /n . 772 ( 772 — 2 ) ( 772 — 4 ) 

^)[ 


2. 4-6. 8. 10.12 

( 772 -f- 2 ) 772 ( 772 — 2 ) 


X 




X 

X 


2.4.6 

( 772 -4- 4 )( 772 -4- 2 ) 772 ( 772 — 2 ) ( 772 — 4) 


2 . 4 . 6 . 8.10 


X - 




(9) 


2 “ pour des valeurs impaires de n. 


(OTH-I) (ot — 1 ) / I 

2.4 v •2? 


(777H-3)(772-f-l)( 772 — r)( 772 — 3) 


( 10 ) 




772 / I 

— ^ 

2 V X 


2 . 4 . 6. 8 

( 772 H- 1 ) 772 ( 772 — I ) 

2 . 4.6 




X ■ 


X 


_ 1 - ; 


( 772 + 3 ) ( 772 4- I ) 772 ( 77 2 — I ) ( 772 — 3 ) 


2 , 4 . 6 . 8. 10 




Les forrnules ( 9 ), ( 10 ), (n), ( 12 ) du paragraphe V (Chap. VII) fourniraient 
des resullats analogues. 

Revenons mainienant k la formule (3) du m^me paragraphe. En veriu de 
cette formule, 008772 ;? est, pour des valeurs paires de 772, une fonctiori entiere 
de sin-s, du degr6 772; et, comme cette fonction doit s’6vanouir, ainsi que 
cos772^;, pour toutes les valeurs de z comprises dans la suite 


(772 — i) 7 r 


Stt 

2772 ’ 


2 772 


TT StT 

; -4- • 

2 772 


(772 — I ) TT 


2 772 


2 m 


• ‘ ? 


2 772 


452 COURS D’ANALYSE. 

il est clair qu’elle sera divisiJDle par chacun des facteurs bin6mes 


. (m — i)7T . . Stt . .71 

siii5-i-sm ? sin^-i-sin — ? sio^-f-sin — > 

2 m nm 2 m 

. im It . .Stt . .71 

siri3 — sm^ —t sin^ — sin — » sin^ — sin — > 

2 ;?2 ‘im 2 m 

et, par consequent, egale au produit de tons ces facteurs bindmes par le 
coefficient nuinerique de savoir 

/ ^7 (/?i -f- 2). . .(m -h 2)m.m(m — 2). . .(m — 7?1 - 4 - 2) ^ 

(_j)- - i.2.3...(m-i).m _(— 1)-2'« . 

On aura done, pour des valeurs paires de m. 


(ri) cos/n^ =: 2'"“M sin^ — 

^ ' \ o n 


2 W 


sin^5 1 I sin 


Stt 

2/?l 


sin^^ ... sin 


,2 {rn — \)'K 
‘im 


sin^ 


Par des raisonnements semblables, on tirera des formules (4), (5) et (6) 
(Chap. VII, § V) : pour des valeurs paires de m. 


271 


sinm:;= 2 "*-^ sin^ cos^ sin^ sin^.3 ( sin- sin^^ 1 • . . sin^ 


4Tr 


2 m 


,;„2 ("I — 2)7t 


2 ni 


2 ° pour des valeurs impaires de m, 


\mz zn ( 

et 


Tt 

• . ^ 

( ■ . 

Stt 


— sin-s 

sm’ 


2 m 

) 

V 

2 m 

27r 

■ . \ 

( ■ . 

4.71 


— sin’s 

sm’ 


2 m 

/ 

V 

2 m 


sin^s ) . . . sill 


. (m — 2)71 


sin 


sin-'s ... sin- ^ sin^ 


2 ni 


Si dans les quatre Equations qui precedent on reduit la parlie constanle de 
chaque facteur bin6me k l’unit6, eo ecrivant, par exeinple, 


sin ^ 1- , - rt 

I au lieu de sin^ sin-.s, 

7t 2 ?7l 


sin- 


2 m 


les facteurs nunmeriques des seconds membres deviendront ^videmment 
egaux a ceux des termes qui, dans les formules (3), (4), (5), (6) du Cha- 
pitre VII (§ V), sont ind6pendants de sin^ ou renferment sa premiere puis- 
sance, c’esl-^-dire k I’unite ou au nombre m, En consequence, on trouvera : 
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les deux premieres se rapporlant au cas ou m est un nombre pair, et les 
deux dernieres au cas ou m est un nombre impair. 

Les douze (Equations qui precMent subsislent egalement, quelles que 
soient les valeurs rdelles ou imaginaires attributes a la variable On pent 

done y remplacer cette variable par - — z, par v— \ lx, .... Dans le pre- 
mier cas, on obtient plusieurs Equations nouvelles correspondantes aux 
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formules (9), (10), (ii), (12) du Chapitre YII (§ V). Dans le second cas, 
les equations (19) et (20) donnent respeclivement, pour des valeurs paires 
de m, 


x- — 2 cos 


jn x-j \ 


Btt I 

— 2 cos -1 j 

m 


x ^ — 2 cos 


[m — I ) 71 


X - — 2 cos - 


27r I 
ni ' x^ 


. im — 2 ) TC I 

X- — 2 cos ^ 1 : 

m X' 


et, pour cles valeurs impaires de m. 




I \ / O r 

X -\ — 2 cos — -+- — ; 

X J \ ni X- 


. ( m — 2 ) 7 : r 

X'-— 2 cos-^ 1 ^ )> 

in x^ 


— X 


I \ / O 271 T 

- — 2 cos i : 

X \ in X- 


X^ — 2 COS 


( in — 2 ) 71 T 


4- 


ce qui s’accorde avec les resultats oblenus dans le Chapitre X (§ II). 

II nous reste encore k indiquer plusieurs consequences assez reinarquables 
que fouriiissent les Equations (ii) et (i5), (12) et (16), (i3) et (17), (i4) 
et (18). Lorsqu’on developpe leurs seconds membres suivant les puissances 
ascendantes de sin^, les coefficients numeriques de ces puissances doivent 
^Ire 6videmment les ineines quo dans les formules (3), (4), (5) et (6) du 
Chapitre VII (§ V). De cette seule observation on decluira imniediatenienl 
plusieurs Equations nouvelles auxquelles satisferont les sinus des arcs 


71 2 7T StT l\.7: 

'ini 2m’ 2/n’ ^21)1 


On trouvera, par exemple, pour des valeurs paires de m, 


(23) 


« TT . „ Sti , ^{m — 1)71 

I ~ 2'"”^ sm^ sin^ • sin^^ — ? 

2 m 2 in 2 111 

. 2Tr . ^ (\TZ . — 2)71 

m “ 2^*"^ sin^ sin- * sin^l: L-. • 

2 m 21)1 2 1)1 


m . m 
1 . 2 


I I 

4- 


(24) 


sm^ sin 

2 m 2 in 


( 771 4 - 2 ) ( 772 — 2 ) , I 

1.2.3 


-y - - -j- . . 

. 271 . - 471 

Sin- — sin^ — 

2 m 2 rn 


. 9 371 ‘ * . .{m — i)7r 

in2 Qin^ sin- 


2 m 


. Am — 2)71 
sin^ — L- 


4 - 


2 771 
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(29) 


Gt, pour cles valeurs impaires de m. 


( 25 ) 


(26) •; 


I zzr Sin- 


m — 2""“' sin- 


{in -H 1 ) (m — i) 


{in {^{m — I ) 

1 . 2.3 


2/M 

. c 37T 

sin- 

2 ni 

• o< 

• • sin-- 

, 2Tr 

2 m 

. , 4'n: 

sin2 

2 in 


0 

I 



~ ^ TT 

Sin- — 
2 in 

■ 1 

sin- 

0^ 

I 
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Sin- — 
2/M 

j , 

sin- 


2/M 


‘im 


sm-" 


2/M 




2 /M 


2 m 


J’ajoiite qiie, si Ton mulliplie par j les deux membres de chacune cles 
ec[uations (24) 011 (26), on en conclura, en faisant crottre m indefiniinent, 


( 27 ) 

“ TT^ __ 

I 

= i -i- - 

I 

H- — 

I 

_j_ ^ 

8 

.9 

20 

49 

( 28 ) 

i 1 

I 

I 

-j 

9 

I I 

16 25 


En effet, consid^rons, pour fixer les id6es, la seconde des Equations (24). En 
nuiltipliant ses deux membres par ? on trouvera 




p/M — 2)7r j- 


sin 


2 ( ~ 


Soil d’ailleurs n un nombre enlier inferieur a Designons a Tordinaire par 
la notation M(a, b) une moyenne entre les quantilds a et b, Enfm observons 
que le rapport GSt tou jours {voir la page 66) compris entre les limiles r, 

et que Ton a par suite, pour des valeurs numidriques de x inferieiires 

, TT 

a — ? 

2 

X \x I ^ 1 ^ • 

^ <r zz: 2 . 

sinj: si n I .a? cos cosH-^? . tt 

^ * COS^ TT 
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Le second membre de I’equation (29) sera evidemment la somme des deux 
poljnomes 


2 

I V m 


. , 'iT 4 . . 

sin-— sm 
m m 


-f- . . . H 

27: /^- 


m j 


sin^ 


1171 



~{n + i)7l“|- 


f(/i 4- 2)7r“12 



"(/;? — 2 ) 711 ^ 

I 

m 

-J _j_ 

I 

L J 

. L -J _J_ . . , _4_ 

I 


- J 




/ m \ ^ ( rn — 2 ) ti 

I sin^ - — — 

\ 2 y 2 ni 


dont le premier, en vertu de I’equation (ii) des Prelimiriaires, poiirra etre 
presente sous la forme 



9 



M 




I 

cos‘^ 



taridis que le second, compose de — — — 

. 2m 

restera compris entre les Iimites 0 et 
deviendra 



t termes, tons irireri(‘urs a — 

/r 

• Cela pf)se, re(|ualion (29) 



2 m 
11^ 


M(o, 


0. 


et Ton en conclura imm6diatement 


(3o) i+i+- 

4 9 


. .-i- 


71 ^ 

6 Y nv 


M ( I, cos- 


/^7T 


^ a/I / X 

■lVl(o, I). 


Cette derni^re formule subsiste, quels que soient les riombres enliers m et n, 
pourvu que Ton ait im> n, En outre, il est aise de voir que, si Ton jirend 

constamrnent pour le plus petit des entiers supericurs a lY {a desip:nant 
un nombre compris entre i et 2), les rapports — > ^ converL^eronl enseml)l(‘, 
pour des valeurs croissantes de n, vers la limiie z6ro, et. le second luernbre 
de la formule (3o) vers la limite Le premier membre devant avoir la 
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ifis-iiir iiiiirl*’ |i* ^.rr'«4ii4» l! i»ii : I*’ C]IH^ lo SCI’ic' 


I 


i H n* 

I I-** ,|||,^ rijii nmm ili^jlt {mir rorallair(‘ du tlu^oreme III, 

•fr S 

« li.*:-. I I, ^ II i - » rill* jitii'n |iiitir V * 

tl 

|. . rN- . » «in «*ii tirera, o.n divisaut ses (leiix 

iii« iiii*t r' n |^,ir I, 

i I I 


«l|i 4lltM j'‘4i ntlllf' 


ffi ’ .'if I 


t t 


■» i 


1 1 i 


i s *t*» I'oriunlr avi*r rt**jiiaUtHi (*17)1 c]u*on pent deduiiH^ 

4ir Ir llir 1,1 4**^ 1 .1 |.* !'«* rijl|»lti«l|l^ f *1 | ) fUl (*-di). 

I%4iri ir-fitiirH-r r.-itr ri^iuarijiior ([uc% pour (Haljlii* h^s 

•; i ■ I ^ r» »» s *» «* lif 1, f Nil, (I i) ot ( i‘i ) du idiapilre VII (§ V), 
4 4 r liM ifiuiii'i* i»t. ipdoii y parviont \vi^$ promise-” 

tMrrii ril 4 *'i ri**|.p4iii ri|tiaiMUi«% (itij i|tt llliajuiro I\ (§ I), savou* 


; r " I ?f * ^ I i ^ 

'■ - * %ii» » »iii .i ^ 


I -zrmO . 
I- '15 oosO -’h 5* 

I • '4 5 «*oh 0 -r 5^ 


I, 5':.. I I), 

I, I 1). 


pjr l 4 *i|ii.itiiiu 1 i'i |* Oil ou tifora, pour des valours 

.. i a ruilltr, 


■; S Ifi ■:> , ^ %i J| I :■■ ^ ^ 11 * ,i V 

I . '■ 

^ J . « M -4 .■ 


5 i i| ' I ' I 

%fll '• i 
f 


HirrMiO I- 5^"* ‘ * «iu{'a/f -i- \ )0 i- . , . 


^ 5*r ^ i |5»CHwO(f 4'- ... I 


, J a' I i* ^ 4.,. . . I 

,1 * i 4 '** . 1 / 1 1 'A /I ■^"■' 4 * ) f t I . , . 


I l' l.l 

I «, ^ fl/i ■■■■ i- 

• I .r' ' ‘ ' 


1.1,3 


”=’■ ] 


«i# ... .v^ « % II, 1 ill 


58 
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clevienne infininient petite. Cette condition etant remplie, comme on a gene- 
ralement 

/V»2 /y»3 

( 5 ) + - 


on troavera, pour des valeurs de n tres considerables, 

I /(l -h lla) ~ — * . . ~ lia — - Li\ (r ±; £,j), 

I I 

/( I -j- ) 11,1^1 ~ ^ n-hi * * * ~ 1 ( ^ ^fl+ I ) ? 

j 

±£/j, ±e,j+j, , . . designant encore des quantites infiniment petites; puis Ton 
en conclura, eii repr6sentant par m un nombrc enlier quelconque, et par 
I ± £ une moyenne entre les facteurs i =h £;,, i zb , 

/ /(i + ;^;j) -+- /(i •+■ ) H- . . . + /(i 4- 

( 7)1 I 

I ■— '"b 4- ... 4- — ~ ( III "b ilJi^x 4- ... 4-- (l zb e). 


Coriccvons main tenant quo, dans la formuJe precedente, on fasse croitre le 
nombre m au dela de toute limile. Selon que chaque inembre de la formule 
convergera ou non vers une liinite fixe, la serie (2) sera convergente ou di- 
vergente. Cela pose, Tinspection seule du second membre suffira pour etablir 
la proposition que je vais ^noncer. 

TiifioutiME L — Si la sdrie (i) et la sal v ante 


( 8 ) 


ui. 


sont Vaneet Vaatre comber gentes, la serie {2) le sera pareillenie/it^ et par 
suite le produit ( 3 ) convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers une 
lirnite finie differente de zero. Mais, si, la serie (i) etant convergente, la 
serie (8) est diver gente, le second membre de la formule (7) ayant alors pour 
lirnite Vinfuii negatif, le produit {^) convergera necessairement vers la lirnite 
zero. 

Corollaire 1 . — Si la s6rie (2) etant convergente a tons ses termes positifs, 
ou si elle demeure convergente lors meme qu’on reduit ses differents termes 
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a lours valours numeriques, on sera evidemment assurd do la convergence 
(le la serie (8); et, en consequence, leproduit(3) aura pour limite une quan- 
lite finie diffdrente de zero. C’est ce qui arrivera, par exemple, si le produit 
on question se reduit Tun des suivants : 


(‘ + 0 + 

(, + x) (i + ~) 

Corollaire JL — Comme la s6rie 




I I I 

I ^ p- , — j — j ... 

v/a t/3 \J(^- 

os( coiivcrgenle, tandis que les carres de ses dilf^rents termes, savoir 


III 

2 - 3 ’ V 

formctU une s6rie divergente, il resulte du th6oreme 1 que le produit 


(1-4- I) 

a zdro pour limite. 




CoroLlalve IIL — Le th^or^me I subsiste evidemment dans le cas meme ou 
parmi les premiers termes de la s6rie (i) quelques-uns deviendraient infe- 
Pieiirs a — i. Seulemcnt, lorsqu’on admet cette nouvelle hypothese, on doit 
remplacer dans la s6rie ( 2 ) les logarithmes des quantiles negatives paries 
logarithmes de leurs valeurs numeriques. Cela pose, il est clair que, pour 
(les valeurs croissantes de n, le produit 



(‘onvergera, quel que soil vers une limite finie differente de zero. 

Corollaire IV. — Toutes les fois que la sdrie (i) est convergente, le pro- 
duit (3) converge, pour des valeurs croissantes de n, vers une liinite finie 
qui pent se rdduire k zero. 
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Lorsque la limite du procluit ( 3 ) est finie, sans elre nulle, on ne peuL pas 
toujours assigner sa valeur exacte. Dans le petit nombre de produits de cette 
espece auxquels correspond une limite connue, on doit distinguer le suivant 



dont nous allons a present nous occuper. 

Quand, apres avoir pose *^””5 ftiit croitre n indefiniment, le pro- 
duit (9) converge vers une limite finie represcntee par la notation 



Pour determiiiei* cette limite, il suffira de rccourir a Tequation (16) ou (18) 
de la Note pr6c6dente. Consiclerons, pour fixer les idees, reqiiation (16). Si 

Pon y ecrit partout ~ au lieu de on trouvera, ])our dcs valeurs paires 
de m, 



et, par suite (ea supposant la valeur mimerique de :: inferieure tt, el le 
nombre m egal ou superieur a a), 



Soient d’ailleurs n un nombre entier inferieur a 
moyenne entre les rapports 


I . , 

~ m, I 4- a une fpiantite 
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sin- 


m 


sin^ 


m 


sin-" 


. , (/i -i- Ott 
s\n^- 



sin^ — 
m 


2 


/ 

li I 


Sin- — 
m 


sin 


. , (m — 2)Tr 
sin® ^ 


2 m 


sin® — 
m 


sin^ ■ 




sin 


( /I -1- 2)'Tr 


{m — 2)71 


sin 


2/W 


Le second membre de I’equation ( 12 ) sera evideminent la somme des deux 
polynomes 



dont le premier pourra etre pr6sent6 sous la forme 



tandis-que le second prendra cede du produil 


sin- 


m 


{11 H- i) 7 r 


f{n -i- 2)71 

I \ 


/tt + + 2)71 


\ m 


-H. . .4- 


( 7— 2 ) 71 


2 m 


sin 


sin® 


. Am. — 2)71 
■I sin- 




2 m 


que Ton pent r^duire (en vertu des principes ^tablis dans la Note prece- 
dente) a 


2 77i 



^ I — j— 0 ) M ( 0 , 


0* 
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Cela pose, I’equation ( 12 ) deviendra 


(i3) 


= ['(■- $)-'(■ 

m Sin— COS — 
m m 




(i-f- a) 


2/72 



(1 -4- 6) M ( 0 , 1 ) ; 


et Ton en conclura, en faisanl, pour abreger, 


{r4) 


I -hoc 


m . 


puis, revenant cles logarithmes aux nombres, 



2 771 


(l+S) M(0, 1) 


Supposons maintenant que, la valeur de n etant choisie arbitraireinent, on 
prenne pour \m \q nombre entier immediatement superieur a {a desi- 
gnanl un nombre fraclionnaire ou irralionnel compris enlre i cl 2 ). Lorsquc 

la valeur de n deviendra Ires considerable, les quantites — > oc, 6, y, ^ 
seront infiniment petites, le produit 

sin — 

z z m z 

m sin — cos — = ^ cos — 

ni in z m 

m 


differera tr^s pen de et par suite le second membre de requalion (i5) 
s’approchera indefiniment de la limite 

sin^r 


Le premier membre devant converger vers la meme limite, on aura n6ces~ 
sairement 
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Cette clerniere formule se Irouve ainsi demontree dans le cas ou la valeur 
numeriqne de reste inferieure a tt. Alors les quantiles doni nous avons pris 
les logarithmes sont toutes positives. Mais la demonstration donnee subsiste 
egalement pour des valeurs numeriques de 5 sup6rieures a tt, lorsque Ton 
convient de remplacer le logarithme de chaque quantite negative par le loga- 
rithme de sa valeur num^rique. En consequence, I’equalion (16) demeure 
vraie, quelle que soil la valeur reelle attribu6e a la variable 5. On ne doit pas 
m^me excepter le cas oii Ton supposerait 

4; —dz /ttt, 

k designant un nombre entier quelconque, pnisque, dans cette hypothese, 
les deux membres de I’equation s’6vanouiraient en meme temps. 

L’equation (16), une fois dtablie, en fournira immediatement plusieurs 
autres. Ainsi, par exemple, on en tirera, pour des valeurs reelles quel- 
conques des variables a.‘, y, z, 



et 


^ sinj? X 71 — .i?? n -h- ^ arr — 27 r+^ Stt — ^ Stt -ha: 

^ ' siny y 7C — y7[-hy2n — y27r-i-/37r — y37rh-y 

TC 

Si dans Tequation (17) on fait irouvera 

'ir I 3 3 5 5 7 

2 2 2 4 4 6 6" ■’ 


et par suite on obticndra le ddveloppement de ^ en facteurs, ddcouvert par 
le geometre Wallis, savoir 

^ 2 j335577Q 


TZ 

On trouverait de meme, en faisant ^ = y? 

4 


71 I 4488 12 

4 ^ ^ 7 9 ” i5 17 
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Si dans I’equation (i8) on pose k la fois 



On pourrait ddduire directement la m6me formule dc requation (i5) on (17) 
(Note precMente), en y remplagant 5 par puis faisant converger Ic 

nombre tyi vers la limite co. Observons enfin qu on lirera de 1 equation (^6), 
en y supposant la valeur nutn6rique de s inferieure a tt, 



Comme on a d’ailleurs, dans cetle bypoth^se, 


sins 


<1, 
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ot, par suite (en vorlu des principes etablis dans le Chapitre VI el dans la 
Note' VII) 

(34) I I 1 I 25-6 

" 6 1.2 2 3o I.2.3.4 3421.2.3.4.5.6 ■■■’ 

la eomparaison des coefficients des puissances serablables de s dans les for- 
mulcs (22) et (24) donnera les dqualions 


I t I 

’ ^ ; 3 ^ 4 ^ 


I 2 7 r^ 

61.2 


Tl- 
■6 ' 


(20 ) 


I " h -T H- 7 
{ 2 *■ : 


3 ^ 


I 

4 ^ 


3o i .2.3.4 


I I T 

I .»J j. _j., ^ ^ ^ 

2*^ 3 ® 4® 




90’ 

71 ^ 


42 1.2. 3 . 4. 5 . 6 945 


(loot la premiere s’accorde avec la formule (28) de la Note VIll. Les facteurs 

tunn6riqucs ^5 ••• qui entrent dans les seconds membres de ces 

dqualions sont co qu’on appelle les nombres de Bernoulli. Ajoulons que, si 
Ton dosigrie par o.m un nombre pair quelconque, on aura gdneralement 



Dans ce qui precede, nous avons seulement consider^ des produits dont 
tons les facteurs etaient des quantitds r^elles, et des sdries dont lous les 
termes etaient reels. Mais on doit remarquer : 1° que, en vertu des principes 
dtablis dans le Chapitre IX [voir rdqualion (37) du § II, etTequation (26) 
du § III], la formule ( 5 ) subsiste dans le cas meme oh la variable ^ devient 
iniaginaire, pourvu que son module reste infdrieur a runitd; 2° que le rap- 

port 2 .4 

sms ^ z 

~z~~ ^ 1.2,3 1. 2. 3 . 4-5 


converge vers Tunitd toutes les fois que la valeur reelle ou imaginaire atlri 
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buee a la variable ^ s'approche indefmiment cle zero; 3 ° enfm que les dqua- 
lions (i 5 ), (i6), (17) et (18) de la Note VIII subsistent egalement pour cles 
valeurs Teelles et pour des valeurs imaginaires de x;, En partant de ces 
remarques, on parviendra bientbt a reconnaitre comment on doit modifier 
ies propositions et les formulas ci-dessus d6montr6es dans le cas ou les 
expressions 

llQy Wo, * • 

deviennent imaginaires, Ainsi, par exemple, on etablira sans peine, a Taide 
des formules (6), la proposition suivante, analogue au corollaire I dti tbeo- 
reme I : 

Th^or^me II. — Siipposons que la serie (i), etant imaginairej demeure con- 
oergente quand on reduit ses different^ termes d leurs modules respectifs, Le 
produiL ( 3 ) convergera necessairementy pour des valeurs croissantes de n, 
vers line limlte finie rielle ou imaginaire, 

De plus, on prouvera facilement que les equations (17) et (21) subsistent, 
lorsqu’on attribue h. z une valeur imaginaire cjuelconque u + v ; (Poii il 
r6sulte : qu'on peut exprimer par des produits composes d’un nombre 

infini de facteurs les expressions imaginaires 

sin u + \/—i cos u, 

2 ^2 

cosu — i / — I sin w, 

2 ^2 
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sonl respectivemenl 6gales aiix deux somtnes 


hm 


arc tang ~ arc tang - — -h arc lang 


arc tang h arc tang 


11 + « 


( 3 o) 


2TZ — a 
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arc tang — arc tang— -h arc tang x- — -~ 

^71 — 2 11 ° 714-2 4 / 671—211 

— arc lang 


2r 

-H arc tang — 


’ 3 71 4- 2 44 


’ 3714-244 


augnientdes ou diminudes d’un multiple de la circonf 6 rence 271. B’autre part, 
cotnine les expressions (29) et les sommes ( 3 o) sent des fonctions continues 
de (’ qui s’dvanouissenl loujours avec celle variable, on peul assurer que le 
mulliplo dont nous venons de parler se reduit k zero. 

Si Ton suppose en particulier m = o, on irouvera 



On irouvera encore, en prenant “ — 

arc tang IT 

( 32 ) \ 4 (> 

-hare tang ^ 


— arc 

kv , 

— arc tang — + • ■ ■ 


et, en prenant u 


■V, 


- 


.-2<> 


( 33 ) 
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- C 0 S 2 P ^ 2V ^[ I 4 - 


2^t> 

TT^ 


- C 0 S 2 


I 4 - • 


1-4 


2^ 

2 * 71 ^ 


2V\ 

■ 3 %V**’ 


3 ‘ 7 t‘) 


I 4 - 


2^P^ 

5 ‘^n‘ 


Enfin, Bi dans la (omule (3a) o» suppose 1. valeur nuuaOtique de lote- 

rieuro i. I'unitd, les deux membres de eette tormule pourront Sire deve- 

luppds suivaui les ^ "Zu: 

ficients des puissances semblables dans les aevei i p 
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fournira les equations 



donl la premiere coincide avec T^quation (4o) du Chapilre IX (§ II). 

Concevons maintenant que, apres avoir divise par les expressions ( 29 ) et 
les sommes (3o), on fasse converger la variable vers la limite zero; on 
troQvera, en passant aux limites, 


I I I I T 

cot U — — — H 

a TT — U TT-Ha 27r — U 2 71 u 



Comme on a d’ailleurs g4n6raleinent, pour des valeurs numeriques de u inf^- 
rieures h celles de a, 

a- — ii^ \ a} 



on tirera des formules (35) et (36), en supposant la valeur num^rique de u 

71 

plus petite que 



( 3 ?)- 
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tangf^ ; 




■4- 


1 

TT^ 

H- 





+ i + 

I + ^ 4. _L ^ * . 

^ 36 ^ 56 + ^ +• 


l>ar suite on aura, cn vertu des equations (25) et (26), 


( 3 <)) coin r- 1 _ i 2 l(f L L 

« d 1.2 3 o 1.2.3.4 42 17 ^. 34 . 5.6 

(4o) ) ^ ^. 2 + 3 o^" '^rXM 

( ^ 

^ 42^ ^.2.34.5.6 ^**** 

Si Ton ajoute ccs dernieres, apres y avoir remplace « par \u, on obtiendra le 
ddveloppcment en serie de 

.-,r,n.i , sin|-« I 

2 It "T* lang 2 5 1 7—*- Zr — — o nrvc^p 1/ 

siri^w cosju ' 

el I’on en conclura 


(4i) 


cos 6 c« = - 4 - ^(2 — l) ~ 4 - ^( 23 — i)— lill- 
n 6^ ''1.2 3 o'- ^.2.3.4 


:( 2 *-,) 


1. 2. 3 . 4 - 5 . 6 


Nous ne nous arrOtebons pas davantage sur les consequences qui derivent 
de la forniulc (17). On peut consulter sur cet objet I’excellent Ouvrage 
d Euler, qui a pour litre IntroducUo in Analysin infinitorum. 
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